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前 言 


高 等 代数 是 数学 专业 的 一 门 重 要 基础 课 。 学 生 学 习 这 门 课程 
时 ,往往 感到 内 容 抽 象 , 抓 不 住 问 题 的 实质 和 关键 ,做 题 更 感 困 难 。 
编写 这 本 《高 等 代数 方法 选 讲 》 的 目的 ,在 于 帮助 学生 加 深 对 基本 
概念 和 基本 理论 的 理解 ,牢固 掌握 所 学 知识 ,提高 抽象 思 维 能 力 、 
逻辑 推理 能 力 和 解 题 的 技能 ,技巧 。 

本 书 不 同 于 一 般 的 教科 书 和 习题 集 ,编写 时 以 通用 的 高 等 代 
数 教 科 书 的 内 容 为 基础 ,出 多 项 式 、 枪 阵 和 线性 空间 理论 三 大 部 分 
组 成 。 全 书 共 分 八 章 , 每 章 对 基本 概念 ,有关 定理 等 主要 内 容 作 了 
妆 纳 与 整理 ,并 配 有 大 量具 有 代表 性 的 例题 与 习题 。 这 些 例 题 覆 盖 
面 广 ,有 一 定 难 度 。 例 题 讲 解 以 痢 析 解 题 方法 为 主 , 着 重 揭 示 概 念 
的 内 在 联系 ,归纳 解 题 方法 和 技巧 ,开拓 学 生 思路 ,帮助 学 生 解 决 
学 习 中 的 困难 和 问题 。 习 题 附 有 参考 答案 和 提示 。 

本 书 中 有 三 节 注 六 号 的 内 容 , 由 于 已 超出 一 般 高 等 代数 教科 
书 的 范围 ,为 便于 自学 , 特 对 基本 概念 与 理论 的 叙述 详细 一 些 ,与 
其 他 章节 的 写法 略 有 不 同 。 

本 书 是 1988 年 在 贵阳 市 召开 的 四 川 、 贵 州 、 云 南海 南 和 广西 
五 省 (区 ) 以 及 重庆 市 高 等 师范 院 校 数学 系 系 主 任 联席 会 议 上 决 赵 
协作 编写 的 。 第 一 章 由 和 福生 执笔 (云南 师范 大 学 讲师 ), 第 二 章 上 由 
唐 家 祥 执笔 (云南 师范 大 学 副教授 ), 第 三 章 和 第 四 章 由 钱 芳 华 执 
笔 ( 广 西 师 范 大 学 副教授 ), 第 五 章 和 第 六 章 由 王 世 芳 执笔 (西南 民 
族 学 院 副 教授 ), 第 七 章 由 项 昭 执笔 (贵州 师 沁 大 学 讲师 ), 第 八 章 
由 刘 蓉 滨 执笔 (四 川 省 教育 学 院 副 教授 )，。 

在 完成 修改 稿 后 ,由 副 主 编 王 世芳 审阅 .修改 一 至 三 章 , 副 主 
编 蕉 育 海 ( 四 川 师 范 学 院 副教授 ) 审 阅 、 修 改 四 至 八 章 , 最 后 由 主编 

了 


钱 方 华 对 全 书 审阅 、 修 改定 稿 。 

本 书 由 程 福 长 教授 (广西 师 沁 大 学 ) 担 任 主 审 ,让 出 碧 副 教授 
(贵州 师范 大 学 ) 担 任 副 主 审 , 唐 家 祥 副 教授 也 参加 了 审 稿 工 作 。 他 
们 对 本 书 提出 了 证 多 有 蔓 的 修改 意 殉 。 

我 们 还 要 对 有 关 院 、. 校 和 数学 系 的 领导 .代数 教研 室 的 老师 的 
支持 和 帮助 表示 感 庶 。 
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第 一 章 多 项 式 
1 一 元 多 项 式 的 概念 与 运算 


基本 概念 与 结论 


一 、 一 元 多 项 式 的 定义 
1 设 2 是 一 个 非 负 整数 ,形式 表达 式 
402 十 aa 十 … 和 十 az 十 am (1) 


其 中 oo ,a ,…' ,a, 者 是 数 域 P 中 的 数 , 称 为 数 域 P 上 的 一 元 多 项 式 . 
在 多 项 式 (1) 中 ,ao 叫 检 次 项 或 常数 项 ,cz 叫 一 次 项 ,一 般 ,oz 
叫 ;次 项 ,a; 叫 : 次 项 系数 . 
我 们 规定 :在 一 个 多 项 式 中 ,可 以 任意 添加 或 去 掉 一 些 系数 为 
零 的 项 ;大 菜 个 i 次 项 (i 关 0) 的 系数 是 1, 那么 这 个 系数 可 以 省 略 
不 与 . 
一 元 多 项 式 和 常用 符号 f(z) ,g(xz),… 来 表示 . 
2. 如 果 数 域 P 上 的 两 个 一 元 多 项 式 f(x) 和 g(xz) 有 完全 相间 
的 项 或 者 只 相差 一 些 系数 为 零 的 项 ,那么 就 说 f(z) 与 g(x) 相等 ， 
记 作 了 f(x) = gy(z). 
3. 数 域 P 上 的 一 个 系数 不 全 为 零 的 多 项 式 可 以 唯一 地 写成 
oz 十 ai 十 十 ao 天 (2 ) 
az" 就 称 为 多 项 式 (2) 的 首 项 ,a, 称 为 首 项 系数 , 非 负 整数 上“ 称 为 多 
项 式 (2) 的 次 数 . 
系数 全 为 震 的 多 项 式 叫 零 多 项 式 , 记 作 0, 它 是 唯一 不 定义 次 
数 的 多 项 式 . z 
了 


多 项 式 f(x) (f(z) 关 0) 的 次 数 简 记 为 93Cf (7x)). 
二 、 多 项 式 的 运算 


1. 设 zl 一 ai 十 ai 十 … 十 ao 一 > axX 
1 一 


g(7) 一 和 2 十 bm 二 十 和 一 和 8 是 数 域 P 上 的 两 个 一 元 
1-=0 


多 项 式 ,假定 mr 志 n, 则 多 项 式 f(x) 与 g(x) 的 和 f(x) 十 9(z) 是 指 
多 项 式 


《as 十 bY 十 一 十 (Can 十 55)7x" 十 … 十 《a 十 贡 )X 十 (ao 十 b0) 
a f(z) 十 9g(z) = Da bi)z 
i 二 0 


这 里 , 当 站 二 机 时 , 取 吧 一 一 六 一 0. 
Ff(z) 与 9(z) 的 积 了 (z)9(z) 是 指 多 项 式 


CaHaz i" 十 Ctmiz 十 十 cz 十 cn 
这 里 ， 
ci = dtbo 十 awnbi 十 … 十 aobs 二 >, ab, 
i 十 了 = 
即 f(z)g(z) = > (> ap)z 


£ 一 日 十) 一 发 


2. 设 f(z),g(z) 都 是 数 域 P 上 的 多 项 式 , 上 且 f(z) 关 0,g(z) 关 0， 
则 

(1) 当 f(z) 十 g(x) 关 0 时 

9a(f(x) 十 94z) 委 max(9(f (rz)) ,al(g(r)) 

(2)a(f (rx)g(7x)) = 9(f (xr)) + 9(g(r)) 

3. 多 项 式 的 如 法 和 乘法 满足 以 下 运算 规则 : 

(1) 交换 律 ; (2) 结合 律 ;(3) 消去 律 : 设 f(z)'9(z) = f(z)， 
h(x), 若 f(x) 关 0, 则 g(xz) = h(xz);(4) 乘法 关于 加 法 的 分 配 律 . 

4. 所 有 系数 在 数 域 P 中 的 一 元 多 项 式 的 全 体 , 称 为 数 域 P 上 
的 一 元 多 项 式 环 , 记 作 PL?zj. 
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设 有 (7) ,g(x) E P[zj, 且 g(x) 关 0, 则 存在 唯一 的 -一 对 多 项 式 
4(7),?r(x) E Pr] 使 f(z) =g(x)gq(x) 十 7(7), 其 中 7(z) 一 0 或 ; 
Cr(r)) 之 9Cg(7)).g(7) ,7(z) 分 别称 为 gCr) 除 f(x) 的 商 式 和 余 
式 . 


占用 举例 


例 1 证 明 :多 项 式 
fr) 二 (x 一 X79 十 下 十 训 一 7 十 1)(r 人 二 x 十 … 十 x 十 1) 
的 展开 式 中 不 含 奇数 次 项 . 
证 明 ”由 于 
7 十 1 二 (x 十 1) 一 2 十 昼 十 一 7 十 1) 
7 一 1 一 (zz 一 1)(z 十 za 十 十 z 十 1) 
两 式 相 乘 得 7102 一 1 一 (zx 一 1)F760z) 
而 zi? 一 1 与 x? 一 1 都 不 含 奇数 次 项 , 故 (zx) 也 不 含 奇 数 次 项 . 
例 2 设 fz) 二 ah(z) 十 (x 一 a)k(z),h(z) 关 0,k(z) 天 0， 
g(r) = (x CO— a)"™h(r) m1,9(f(7)) < 9(g(7)) ,a 0. 
求证 :3Ck(7)) 过 39(h(7)) 十 m 一 1 (3) 
分 析 “只 需 证 3(tz)) 十 1 之 3(4(z)) 十 m. 
证 明 “因为 f(z) 一 ah(zx) = (z 一 qa)k(z), 所 以 3C(k(x)) 十 1 
= 9(f(x) ~—a h(x)) < max(9(f (7z)),a(h(z))), 


又 因为 a(f (x)) < a9(g9(7)) = m+ 9(h(7)) 
所 以 a(kCx)) 十 1 之 3(h(x)) 二 m 
从 而 可 得 a(k(x)) 9 十 站 一 1 


例 3 设 f(z),g(z) 和 Acz) 都 是 实数 域 上 的 多 项 式 , 证 明 :; 乔 
f(z7) 二 79"(7) 十 zh*(z), 其 中 ,s,t 痢 是 上 自然 数 , 则 f(z) 一 9(z) 三 
h(x) = 0. z 

分 析 ” 先 证 一 个 多 项 式 为 零 , 再 证 其 余 两 个 多 项 式 为 零 . 


3 


证 明 首先 证 明 f(z) == 0. 如 果 fGz) 天 10, 因为 
站"(z) = rg (rz) + rh" (zr) (4) 
所 以 zg2(z) 十 xzh2(z) 关 0. 从 而 g*(z) 十 Hz) 天 0. 分 两 种 情况 讨 
论 : 

(1)92(z) 天 0,h?(x) 关 0. 假 定 f(x),g(z) ,h(x) 的 次 数 分 别 是 
mnsl. 比较 (4) 式 两 边 多 项 式 的 次 数 , 可 得 24m 一 1 十 max(2sz， 21). 
这 是 不 可 能 的 ， 

(2)9g2(z) 与 (zx) 中 只 有 一 个 不 等 于 零 , 设 g”* 关 0,h* 二 0. 此 
时 有 2km 二 1 十 2sn. 韦 盾 . 

综 上 所 述 , 得 到 f(x) = 0. 

由 f(z) 一 0 及 (4) 式 , 得 

g2(z) 二 jz) 一 0 (5) 
如 果 g(z) ,hlz) 中 至 少 有 一 个 不 为 0, 由 于 g*(7z),h*(zx) 的 首 项 系数 
都 是 非 负 实数 , 且 至 少 有 一 个 是 正 实数 ,因此 yg*(z) 十 径 (z) 的 首 
项 系数 不 为 零 ,与 (5) 式 巴 秆 . 放 9(z) = h(x) = 0. 

例 4 ” 试 求 出 所 有 适合 于 f(f(x)) = 二 [f(z) 了 的 非 零 复 多 项 式 
f(z)G 是 正 整 数 )， 

解 (1) 若 3Cf(z)) = 一 0, 则 f(x) 二 cyc 关 0. 由 ff(f(x)) 一 
[f(x)J 了 ,得 (f(x))= 二 c= 二 c, 于 是 人 ==c. 即 co ! 一 1. 其 解 为 一 1 
次 单位 根 


Cr 一 COS 2 十 ?Sin ek (Kk = O01 ,nO— 2) 
一 1 一 
(2) 若 (f(z)) 宇 1, 设 f(z) 为 m 次 多 项 式 , 由 f (fz)) 二 [f(x) 了 了 ， 
比较 等 号 两 端 多 项 式 的 次 数 得 
mn = m* 
从 而 有 m= 


设 f(x) 一 az 十 Girl 十 十 
再 把 f(z) 代入 (Of(Gz))=[LfGz)] 得 
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(ao — 1){[fCz) 十 az) | 十 + 十 a 二 0 
一 从 高 次 到 低 次 考虑 首 项 系数 , 便 得 
do 一 1 al 一 aa 一 … 和 一 0 一 0 
所 以 了 (z) 一 了 如 
当 f(z) 二 clc 是 2 一 1 次 单位 根 ) 或 fGz) = 二 x* 时 ,有 了 (f(x)) 
= [f(z) 7. 人 一 [f(zx) 了 的 复 多 项 式 是 f(x) = 二 x 或 


f(z) 二 0, 其 中 co.=cos 一 十 和 ip 一 ehkn (k=0,1,. ,1 一 2)， 


一 ] 


3 2 ”多项式 的 整除 性 


基本 概念 与 结论 


一 、 整 除 的 定义 

1. 设 f(x),g(x) € PLzj, 如 果 存 在 h(xz) € PLz] 使 f(z) = 
y(z)Az)， 则 称 9(z) 整除 f(z7), 记 作 g(z)1f(z) ,否则 就 称 g(z) 不 能 
整除 f(z), 记 作 gz) f(z). 

当 g(x) |f(zx) 时 ,就 称 9(z) 是 f(x) 的 一 个 因 式 . 

2. 任 一 多 项 式 f(z) 必 整 除 它 目 身 ; 任 一 多 项 式 都 整除 零 多 项 
式 ;P 中 非 零 常数 整除 PLzj 中 任 一 多 项 式 . 

3. PLzj 中 任 一 多 项 式 f(z) 都 有 因 式 c,cf(z)(c 是 P 中 不 为 零 
的 数 ), 称 它们 是 f(x) 的 平凡 因 式 (或 当然 因 式 ). 

二 、 整 除 的 基本 性 质 

1. 若 fGz)lg(Cz) 且 g(《zx) |f(x), 则 f(x) = cg(z), 这 里 c 是 数 域 P 
中 非 零 常数 . 

2. 若 f(x)|g(z) ,g(x) |hCz), MFCz) |h(z). 

3. 耕 f(z),gi(z)， 9 ,gx(z) 都 是 PLzj 中 的 多 项 式 , 且 F(z) 民 (x) 
G 二 1,2, 呈 ,mm) , 则 对 任意 的 多 项 式 w(x)EPizx1(i==1,2,…,m)， 

9 


乌有 
fOr) | utz)9g (7) 
三 、 整 除 的 一 个 判别 法 
Jr),g(z) E P[z],ytz) 闫 0, 则 g(r)1f(z) 的 充分 必要 条 件 是 
rtz) 除 Flz) 的 余 式 为 专 . 


汝 9 时 ,9077 除了) 的 商 有 时 也 用 汪汪 来 表示 . 
应 用 举例 


例 1 m.p.9 适合 什么 杀 件 时 ,有 
(十 7 一 1 十 pz 十 9). 


解法 一 


一 mr 十 (p 十 1)x 二 g 


Mmmm 

7(7) 二 (7 十 1 十 m)zx 十 (gm) 
(2 十 71d 一 1) | (x 十 pz 十 9) 必须 目 呈 须 余 式 为 0， 即 

lt 
十 1+ 
所 以 ， -1 0 时 ,有 (十 有 一 Das 十 科 十 9 
解法 二 由 人 十 me 一 上 D1 十 产 十 ,可 设 
区 十 2 十 9 二 (x? 十 mz 一 1)(z 十 a) 


即 六 十 zz 十 9 王妃 十 (十 ao) 姑 十 (me 一 1)z 一 4 


所 十 一 
比较 系数 得 I 


消去 a 得 人 
q— m= 0 
解法 一 用 的 是 驾 转 相 除 法 ,解法 二 用 的 是 比较 系数 法 ,在 讨论 
含有 参数 的 多 项 式 时 ,常用 这 两 种 方法 . 
例 2 设 m 是 大 于 1 的 整数 ,f(z) = 二 zz"! 十 x" 了 十 … 十 1, 试 
求 所 有 满足 f(z)1[f (zx") 十 cj 的 常数 c. / 
解 ” 当 c= 一 mr 时 ， 
fx”) 一 m= zm" 十 x7 二 十 2 十 1 一 mm 
一 《xn 一 1) 十 (rm 2 一 1 十 … 十 (2 一]) 
一 (z” ”一 1)9(0z) 
所 以 (一 1 一 由) 而 所 一 1 一 (一 17Cz)， 故 
f(z)| (z" 一 1). 队 而 有 (G2) 上 fz") 一 m]. 
如 果 常 数 ci 满足 了 Cz) |[f 《x") 十 ec 那么 
f(z)|L7(z) 一 站 十 (ca 十 到 ) | 
已 证 jz) TEL ) 一 mj], 故 了 (x) |(c 十 mm). 而 f(x) 次数 大 于 零 , 于 
是 c+m= 0. Be 一 一 m. 
所 以 c = 二 一 m 是 满足 f(z)|[f(z”") 十 cj 的 唯一 澡 数 - 
例 3 设 f(z) = (z 十 :十 (2z)(z 十 1) 
十 … 十 《2z)5z 十 1》 
其 中 ,rn 都 是 非 负 整数 ,证 明 :z:+1|[ Cz 一 1)f(z) 十 (z 十 1+"+1] 
分 析 ”注意 到 f(z) 中 含有 z 十 1 及 2z ,把 z 一 1 写成 27 一 (z 十 1)， 
这 是 证 明 的 关键 . 
证 明 (zx 一 1)f(z)== [2z 一 (x 十 1)][(z 二 1)“ 
十 (2z)(z 十 1) 一 1! 十 … 十 (27) 缴 x 十 1)* 
二 [(27)*+t! 一 《zxz 十 11](z 二 17 
= (2x):ti(z + 1)° — (z+ 1)"t*t 
于 是 (x 一 1)7(z) 十 (z 十 1 一 (2z) (7 十 1) 
一 2 1x (zz 十 1)". 


故 zt [Cz 一 1)f(z) 十 (z 十 1)'+"+t1]. 
例 4 证 明 (z 一 1)|1(z' 一 1) 的 充分 必要 条 件 是 din, 其 中 4，, 
是 非 负 整数 . / 
证 明 ”充分 性 ” 设 dlx, 假 定 # = dg, 则 
2 一 1 一 2 一 1 一 (人 4) 一 1] 
一 (2 玉 一 1 十 下 十 和 十 和 二 二) 
从 而 《zx 一 DD) | (x 一 1). 
必要 性 ” 设 (z 一 1)|1(z 一 1), 假 定 n 二 dq 十 7r,r? 二 0 或 oo 一 
?7 过 d. 如果 0 过 7 二 d, 那 么 一 1 二 x 一 1 二 129 一 1) 十 《x 
一 1). 由 充分 性 的 证 明知 (x 一 和 | (2 一 1), 故 (zi 一 1)|(z' 一 1). 
但 是 0 过 r+ 二 dd, 忒 盾 , 只 有 ? == 0. 这 就 证 明了 dln. 


S$ 3 最 大 公 因 式 


基本 概念 与 结论 


一 、 最 大 公办 式 的 定义 及 性 质 
1. 设 f(z),g(rx) E Plzl. 着 d(xz) € P(z) 满足 条 件 ， 
da(z) |f (zx) ,dCr) 19(Cz) 

则 称 d(z) 是 了 (zx) 与 gCz) 的 一 个 公 因 式 . 

大 d(x) 是 f(z) 与 g(z) 的 公 因 式 , 并 且 f(z) 与 gbz) 的 任 一 公 
因 式 都 是 dl(z) 的 因 式 , 则 称 dl(z) 是 了 (zx) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 
式 . 

2. 性 质 

(1) 数 域 P 上 任意 两 个 多 项 式 f(7z) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 一 定 
存在 .者 d(z) 是 了 (z) 与 gCz) 的 最 大 公 因 式 , 则 必 有 Cz) ,v(xz) E 
P[zj 满足 
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2CZ) 了 Cr) + vl(r)g(r) = d(7) (6) 

注意 如果 f(z),g(z),d(z) € P[z], 上 且 有 等 式 f(x)ulz) 

十 g(x)v(z) 一 dz) 成立, 那么 dz) 不 一 定 是 f(x) 与 9(z) 的 最 大 

公 因 式 . 例如 , 令 f(z) = zyg(z) 一 zz 十 1 那么 以 下 等 式 成 立 : 

zz 十 2) 十 (z 十 1)(z 一 1 三 2z2 十 2z 一 1, 但 2z 十 2z 一 1 显然 
不 是 了 (xz),g(z) 的 最 大 公 因 式 . 

如 果 d(z) 是 了 f(z),g(z) 的 公 因 式 , 又 满足 等 式 (6) ,那么 d(x) 
就 是 了 (x) ,g(xz) 的 一 个 最 大 公 因 式 . 

(2) 若 d(x) 是 f(z) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 , 则 对 P 中 任 一 
非 零 数 cyed(z) 也 是 f(z) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 , 用 记号 (f(z)， 
y(z)) 表示 f(x) 与 9(z) 的 痢 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 , 则 (f(x)， 
g(x)) 是 唯一 的 . 

(3) 用 加 转 相 除法 可 求 出 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 . 最 大 公 
因 式 不 因数 域 的 扩大 而 改变 . 

二 、 互 系 的 定义 、 性 质 

1. 设 f(z),g(z) E P[zj, 若 (f(z),g(x)) 二 1, 则 称 f(z) 与 g(x) 
互 划 (或 互 质 ). 

“2. 互 素 的 性 质 

(1) 设 fr),yg(z)，Ahz) € Plzj， 厅 (f(x), go(7)) = 1， 
(f (7) ,k(x)) = 1, 则 CF (zx) g(r)h(z)) = 1. 

(2) 设 f(z),， g(x), hlx) E Przj， 若 f(z)|g(z)h(z) 且 
(f(z),g(z)) = 1, 则 有 f(z) |hCz). 

(3) 设 f(x),g(x) ,h(xz) E Plzj], 寿 fC(2) |hC(z), yz)|ACz) 8 
(f(z),g(z)) = 二 1, 则 有 f(x)g(z)|h(z). 

(4) 设 f(z),g(x) E PL[z], (f(z),g(z)) 二 1, 当 且 仅 当 存 在 
u(z),v(z) € PLz], 满 足 

u(rz)f (zr) 十 DGz)9(z) 一 ] 


应 用 举例 

一 、 最 大 公 因 式 

例 1 设 f(z)== 有 ww 十 (1 十 2 十 27x 十 24u 与 g (x) 二 2 十 tr? 十 有 
的 最 大 公 因 式 是 一 个 二 次 多 项 式 , 求 i,u 的 值 . 

解法 一 〈 驾 转 相 除法 ) 


3 十 (1 十 由 z 十 27 十 2 十 tr? 十 
q(x)=1|* 十 红 ? +a| x3 二 27: 十 ur 


q2 Y) = 


rT)= 训 十 2r+u (1—2)7r:— urtu T 十 (一 2) 


(一 2)7 十 20 一 2)7 十 [一 2)2 


fa(r) 一 一 (十 2 一 4)z 十 风 3 一 1 


因为 最 大 公 因 式 是 二 次 多 项 式 , 必 须 且 只 须 余 式 7z(z) = 0， 


一 《 2! 一 4) 一 0 
即 { 4 十 ) 

u(3—#t)=10 

ui 二 0 us 一 一 2 
解 得 (, ;或 一 ， 


解法 二 (比较 系数 法 )” 设 f(z) = (zx? 十 az 十 D(z 十 0)， 
g(x) 二 (zz? 十 az 十 8)(z 十 由 , 则 有 
f(x)(r + d) = g(r)(r oe) 
即 二 (十 十 本 十 [(1 十 Dd 十 21r? 十 (2 十 2d)z 十 2ud 
二 74 十 中 二 co) 十 tr? 十 uz 二 cu 
比较 两 端 系数 得 
1 十 d= 二 c,(l 二 dd 二 2= tc,2u 24d = au,2u = cu 
由 x(2d 一 c) = 0 得 = 0 或 c == 24, 分 别 解 得 
: Wi 二 人 0 Us 一 一 2 
{ 一 2 或 必 一 3 
例 2 设 f(z),g(z) EPLzj,a,b,c,d EP, 晶 ad 一 bce 闫 0, 试 证 : 
(af (zx) 二 bg(r) ,cfr) 十 dz)) = (f(r) ,gq(7)). 
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证 明 令 af(z) 十 Bg(r) = fi(z) ,cf(z) 十 dg(z) = gi(7), 
(af (x) + bg(z) ,cf(z) 十 dg(z)) = (fi1(7x) ,91(7)) = d(x), (f (7), 
y(z)) = d(z). 要 证 di(z) == dlz), 先 证 它们 相互 整除 . 

因为 4Cx) | 了 f(z),ad(z) |gCr) ,Lda(z) lof (2)+bg (zx) ,dzr) | 
cf (z) + dg (7). 
即 dz) |f1 Cz) dlr) [Tg Cz). 从 而 dz) [d(x), 

义 因为 ad 一 be 天 Wg 


f(z) = — f(z) 一 (zx) 


ad 二 5 
g(r) 一 一 ph?) 十 二 

仿照 上 面 的 证 明 ,得 1 C2) ) ag). 

di(z) 与 d(z) 相互 整除 , 旦 首 项 系数 都 为 l ,所以 di (zx) -一 d(z). 
RCaf Cx) + bg (xr), cf (x) 二 dg(7)) = (f(z) ,9 (7)). 

说 明 (1) 本 例 还 可 以 按 定 义 证 明 dx) 是 ef(z) 十 g(x) 与 
cf(z) 十 dg(z) 的 最 大 公 因 式 . 

(2) 当 a = 二 1,6 二 0,c 二 1,d 二 土 1 时 , 则 有 (f(x),g(z)) = 
(f(z) ,f(z) + g(7)). 


例 3 求 (1 十 z 十 5 + 二 ,1 十 z 十 二 + te 


解 今 FGz) 一 1 十 > 十 机 十“ 十 = 工 ,g(z) 一 1 十 了 十 于 


91 (7) 


十 ，… 十 二 二 , 刚 了 (z) 一 Od 


(f(z), f(r) 一 gz)) 一 (十 > z 十 本 -十 .十 去 亏 ). 显然 ,二 7 的 任 
何 一 个 次 数 大 于 零 的 因 式 #0 之 i 之 不 是 了 (的 因 式 所以 
(f(x) ,f(z) 一 9(z)) = 1. 于 是 f(x),g(7)) = 1. 
例 4 证明， 
(DCF ,oh = (fh,gh)s 
(2) Cf1,91) Cf2,92) = (fifz,f19291f2,9192). 
| 


此 处 了 ,9g,h,f1,f2,g91,92 等 都 是 PL[zj] 中 多 项 式 并 且 4 的 首 项 系 
数 为 1. 

证 明 (1) 令 (f,g) 一 g, 按 定义 证 明 驳 是 用 与 路 的 最 大 公 因 
式 . 因为 4|f,41g, 所 以 dh | fh,ak |gh. 即 8 是 入 与 gh 的 公 因 式 . 设 届 
是 扩 与 g4 的 任 一 公 因 式 , 则 |f4,d1|gh. 又 由 (f,9) 二 4 可知 ,有 
4 ,VEP[z], 满 足 fu 十 gv 二 d. 从 而 有 (fh)w 十 (gh)v 二 dh. 便 知 W 4a. 
所 以 4 是 化 与 94 的 一 个 最 大 公 因 式 . 注意 到 4 的 首 项 系数 为 1, 便 
得 dh = 二 (fh,g9h). EN (fF ,gh = (fh, gh). 

(2) 由 (1) 知 

(fi1,91) (fi,9:) = (fi(Ff2,92) ,91(f2,92)) 

= (fifz,f192), (91f2,9292)) 
— (fif:,f19z,91f2,9192). 

例 5 设 f(z),g(z) 是 P[z] 中 不 全 为 0 的 多 项 式 , (f(z),g (7)) 
一 1, 求 op(z) 一 (2 一 1)f(z) 十 (2 一 到 十 z 一 1)9(z) 与 多 zz) 一 
(zx? 一 1)f(z) 十 (x? 一 z)9(z) 的 最 大 公 因 式 . 

解 p(z) 一 (z 一 1)[(z2 十 z 十 1)f(z) 十 (2 十 1)9(z) 

= (zx— 1)op (7), 

gz) 一 (一 1)[Gz 十 1)f(z) 十 29(z)] = (7 CO— 1)%(7), 
由 例 4 知 ,(e(z)yy%(z)) = 二 (zx 一 1)(p(7) ,Pb (7)). 
下 面 求 (pi(z) ,为 (z)). 设 (pi(z) ,和 (xz)) 二 4(z), 则 4(z)| [Lpi(z) 一 
zg (z)]. 即 dCz)|[fCz) 十 gCz)j]. 又 由 为 (z) 一 (zz 十 1)f(z) 十 zg(z) 
二 x(f(7z) 十 gCz)) 十 f(z) 及 d(z) | 加 (xz), 得 dl(z)1f(z). 再 由 4d(2)| 
f(z) 十 g(x)，, 得 d(z) 1g(z). 而 已 知 (f(z),g(z)) = 二 1, 故 d(x) =1. 
所 BC(p(z) ,7)) 一 2 一 1 

二 、 互 素 

例 6 设 f(z) 和 关 0,9(z) 关 0, 证 明 ; 

(1) 若 对 任意 多 项 式 hz), 由 f(z)1gCz)h(z) 可 得 到 fC2)| 
h(z)， 则 必 有 (f(x),g(z)) 一 1; 
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(2) 若 对 任意 多 项 式 h(lz), 由 f(z) |h(z) ,glzx)|h(z) 可 得 到 
f(x) ,g(x) [h(x), 则 必 有 (f(z),g(z)) 二 1. 

证 明 (用 反 证 法 ) (1) 若 不 然 , 设 (f(z),g(z)) 一 d(z)， 
a(d(z)) >0, 且 f(z) == d(x)fi(z), g(z) 一 d(xz)g1(z)， 其 中 
a(f1(7x)) < af(z))， 则 9(z)f(z) = d(x)gi(x)fi(x) = f(x)gi(7). 
所 以 f(z)lg(r)fi(z). 由 题 设 条 件 可 得 到 f(z)|[fi(zx). 这 与 
9(f1(z)) < aCf(z)) 了 矛盾 .所 以 (f(z),9(Cz)) 一 1 

(2) 若 不 然 , 设 (flz),g(z)) = d(xz),9(d(z)) 之 0, 有 f(x) = 
d(xr)fi(r) ,g(r) = d(xz)gi(7x) ,其 中 39Cf1(z) 之 9(f (x)) ,9(g1(7z)) < 
alg(zx)). 和 (1) 的 证 明 类 似 ， 有 flr)|gCz)fi(z). 显然 , g(7)| 
y(z)fi(z)， 由 题 设 条 件 可 得 到 f(z)g(z)|glz)fi(z)， 这 与 
al(g(z)f1(7)) < a(f(z)g(z)) 于 庄 . 所 以 (CFfGz)，y9Cz)) 一 |. 

例 7 证 明 :(f(z),y(z)Az)) 一 1 的 充分 必要 条 件 是 (f(z)， 
9g(z)) = 1,(f(x),h(z)) = 1. 

证 明 ”充分 性 ” 设 (f(z),g(z)) = 1,(f(x),h(z)) 一 1, 则 有 
多 项 式 ui(z) ,v1(x) ,us(z) ,na《7x) 使 得 

u(r)f (rz) + vi(r)g(r) = 1 
uz (xX)f(z) 十 pzCz)ACZ) 一 ] 
两 式 相 乘 得 | 

[a Cx)u Cr) fz) 十 wiz) vr)h(z) + waz)v (rz)g(r) Jf (zr) 十 
(PT)v2 7) ) g(r)R(T) = 1 
再 由 多 项 式 互 素 的 充 要 条 件 即 知 

(f(x),g(x)h(r)) 一 ] 

必要 性 设 (f(Gz)，y(z)Az)) 一 1, 则 有 多 项 式 x(Cz)v>(z) 

使 得 
u(rz)f 7) 二 v(x)g(r)h(z) = 1 
因此 , (f(r) ,g(x)) = 1, (fF(7),h(7)) = 1. 

例 8 证 明 下 列 条 件 等 价 ， 
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(1)(f,g) = 1. 

(2)(f",g" 十 tf) = 1. 

(3)(fg;f 土 g) = 1. 
其 中 fp 都 是 PLzj] 中 的 多 项 式 ,m,n,s,t 都 是 自然 数 . 

证 明 ”人 先 证 (1)<> (2). 

设 (久光 十 十) 二 1, 则 存在 多 项 式 4,v 使 得 

: uf" Tv 二 tf )=1 

印 (uf" 十 op) 了 十 (人 8) 一 1 
所 以 (Ff,9) 三 1 

反之 , 设 (f,9) = 1, 反 复 应 用 例 7 的 结果 得 (f°,g') 一 1. 
根据 例 2 的 结果 得 (f°, 二) = (fg) = 1. 
骨 用 例 7 的 结果 得 (f",g 二 + f)=1. 

再 证 (1) > (3). 

(1) 一 > (3) 利用 例 2, 例 7 的 结果 容易 得 出 . 

反之 , 设 (fg,f 十 9) 二 1, 则 存在 多 项 式 w,v 使 fgu 十 (f 十 g)v 
二 1. 因此 有 f(gu 十 ?) 十 gv = 1. 从 而 (f,g) = 1. 

对 了 一 9 的 情形 可 同样 证 明 . 

例 9 设 flz) 一 ze 十 2xzn+l 一 23z 十 2 一 22z 十 90,9g(z) 一 
z 十 z 一 6,m 是 大 于 2 的 整数 ,求证 f(z) 与 9(z) 互 罕 . 

证 法 一 用 加 转 相 除 法 . 

zz 十 zz 一 1 x27 237" 十 2 一 227 十 90 lx” 十 x 一 6 
rz" 十 x*Ti— 6xn 
rm™t1l— 17z” 十 22 一 22z 十 90 


x™ 1 十 2 一 6z 
一 17z” 一 16z 十 90 
— 172” 一 17z 十 102 
2 一 2 


当 m 2 时 ,12 不 是 "十 z 一 6 的 根 , 故 由 因 式 定理 ($5) 知 ， 
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、、 呈 时 


Tt Nk ~ tn 


Te + 


tz 一 12|lz" 十 7 一 6. 所 以 (f(x),g(7)) = 二 1. 

证 法 二 。 对 g(z) 进行 变形 ， 

由 g(x) = 二 x" 十 27"(z 一 6) 十 (zx 一 6)? 

= zz 十 2zmtD 一 12z" 十 x? 一 12z 十 36 
得 g(x) — f(z) = 11z 十 10z 一 54 
网 11g(z)》 一 [92(z) — f(x)|]=2x— 12 
因为 12 不 是 9(z) 的 根 , 所 以 z 一 12 与 9(z) 无 公共 根 , 从 而 它们 互 
系 , 印 有 
(9(z)y，119g(z) — (g(x)— f(x))= 1 


根据 例 8 易 知 (g(x) ,f(x)) = 1. 


例 10 证 明 ; 知 f(z),g(x) 都 是 数 域 PP 上 次 数 大 于 零 的 多 项 
式 , 且 (f(x) ,g(x)) 一 1, 则 存在 唯一 的 a(x),。(zx) € PLzj,9(u(z)) 
< a(lg(r)),av(7)) < 9(f (7x)) 
满足 u(xz)f (x) + r(xr)g(z) = 1. 
证 明 因为 (f(z),g(x)) 二 1, 所 以 存在 uw (x) ,v(x)EP[zj] 
使 得 uo(z)f(7) 十 vz)g(z) = 1 (7) 
比较 左右 两 端的 次 数 可 知 ,zo(z),po(Cz) 都 不 可 能 是 0,x(z) 有 下 面 
两 种 可 能 . 
( 工 ) 9Cu(z)) <a3(9(z)) ,这 时 可 证 
DCoo(Cz)) = 9(f (7)) 
事实 上 , 若 9C(volz)) 实 3(f (x)), 则 (7) 式 左 端 uo(z)f(z) 的 次 
数 小 于 w(z)y(z) 的 次 数 , 于 是 
9(zo(z)f(z) 十 vr) g(r)) = 9(vo x) g(r)) 
一 DGz)) 十 DG9(z)) 之 1 
但 (7) 式 右 端 的 次 数 是 0, 这 就 产生 矛盾 . 所 以 a(w(z)) < 二 3(9(z))， 
3Cvo(z)) < 3(f(z)). 对 于 这 种 情况 w(z),ze(z) 即 为 所 求 . 
(ET) 若 3Go(z)) 之 3(g(7)), 用 glx) 除 w(z) 得 w(x) 一 
q(z)g(z) 十 7(z)， 其 中 >(z) 一 0 或 ar(z)) < 二 3a(09(z)) 但 7(z) 一 0 
] 


契 不 可 能 的 .因为 奋 7(z) = 0, 则 m(z) = ql(z)g(zx). 代入 (7) 式 得 
(g(x)f(z) 十 mo(z))9(07) 二 1. 故 有 g(xz)|1. 这 与 9(g(z)) 盖 0 的 假 
设 玉 盾 . 故 7(x) 关 人 0. 
将 uolz) 二 q(xz)g(lx) 十 f(x) 代入 (7) 式 得 
rr)f(7) 二 (g(r)f(r) 二 volr))g(z) = 1 
令 xz) 二 7?(7),v(z) 二 g(x) 了 f(x) 十 vo(z), 得 
u(r)f(z) + v(xr)g(z) 一 1] (8) 
因为 3(x(z)) = 9(r(z)) 过 3a(9(z)) ,再 利用 ( 工 ) 的 结果 , 即 证 得 . 
再 证 唯一 性 . 假定 还 有 (Gx) ,v(x) € PLz 
使 得 u(r)f(z) + viltr)g(x) = 1 (9) 
并 且 9G Cx)) < (g(x)) ,001(7)) < 3(f (72)). / 
由 (9) 式 减 (8) 式 得 
(uz) — u(r) Fr) = (87) — v1(7) )g(7) 
因为 (f(z),g(x))= 1 
所 以 gz) | [Cz) — ulz) |,fF C2) 1 [vz) — v1(7)] 
而 9(u (rz)) < a(g(r)) ,90u(zr)) < 9(g(z)) 
则 (un (x) 一 2(z)) < alg(z)) 
同样 ,3Cv(z) 一 v1(7x)) < 3(f (x)) 
这 是 不 可 能 的 ,所 以 有 (2) 一 a(x) == 0,v(z) 一 vi.(z) 一 0， 
Bw (rz) = u(x) ,v1 (7) = v7). 
例 11 设 f(z),g(zx) 不 全 为 0, 求 证， 


f (7) g (2X) Y 
CD ee ree ey = |] 


f(z) g (7) 下 
唯一 的 一 对 多 项 式 x(z) ,v(z) 满足 
u(z)f (zx) vz)g(z) = (f(r) ,gl7)) 
g (7) : 
并 且 a(u(z)) < A Tre ) 


7) ,g(x)) 
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f(r) 
Cv(z)) 之 CC 2 


证 明 ” (1) 由 最 大 公 因 式 性 质 , 存 在 ulx) ,VC《x) 使 得 
u(x)f (7) + vr)g(x) = (f(r) ,9(7)) 
因为 f(x) 与 g(x) 不 全 为 0, 所 以 (f(z),g(7)) 闫 0. 从 而 


u(x) 十 p(x) 


g (x) _ 1 
(f(z) 9(Cz) ) 

| fx) g(x) _ 

(f(z) ,gC7)) (fz),g9(7)) 
f(z) (zx) 二 

(2) 因为 TFC IC 与 下 CC 的 次 数 都 大 于 零 , 由 (1 
知 它们 互 素 . 根据 鲍 10 的 结果 可 知 ， 存在 唯一 的 一 对 多 项 却 
u(x) ,u(x) 满 契 


f(r) 
(fx) ,g(x)) 
于 是 


f(x) 7(Z) 加 
sz) 让 CC yA 
al ux)f (lz) + vr)g(r) = (f(r) ,g(r)) 


| g (7) f(z) 
并 且 a(u()) < CF Uz) rey '9Cu(7)) < A( [了 Cj 2 
3 4 ” 因 式 分 解 


基本 概念 与 结论 


一 、 不 可 约 多 项 式 的 定义 .性 质 及 唯一 分 解 定理 

1. 数 域 P 上 次 数 大 于 零 的 多 项 式 p(z) ,如 果 不 能 表示 成 数 域 P 
上 两 个 次 数 比 它 低 的 多 项 式 的 乘积 , 则 称 ?(z) 是 了 上 的 不 可 约 多 
项 式 . 赤 多 项 式 与 零 次 多 项 式 , 既 不 能 说 它们 是 可 约 的 ,也 不 能 次 
它们 是 不 可 约 的 . 

2. 数 域 P 上 次 数 大 于 零 的 多 项 式 7(z) 在 P 上 不 可 约 的 充分 必 
要 条 件 是 pCz) 在 PLz] 中 只 有 平凡 因 式 . 

3. 不 可 约 多 项 式 的 性 质 


(看 ?pz) 征 忆 上 的 不 可 约 多 项 式 , 则 cz(z) 也 是 PP 上 的 不 可 
约 多 项 式 , 其 中 cc 是 P 中 的 非 零 数 . 

(2) 不 可 约 多 项 式 p(x) 与 任 一 多 项 式 f(z) 之 间 只 可 能 有 两 种 
关系 ,或 者 p(x) f(z), 或 者 (p(x) ,f(x)) 三 | 

(3) 如 果 p(x) 在 PP 上 不 可 约 , 且 p(xz)|f(r)g(x), 则 p(x) | 了 (x) 
或 p(x) 19(z). 

4.〈 唯 一 因 式 分 解 定理 ) 数 域 P 上 任 一 次 数 大 于 零 的 多 项 式 都 
可 以 分 解 成 P 上 若干 个 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ,在 不 计 常 数 因子 的 
差别 和 不 可 约 因 式 的 次 序 的 前 提 下 ,分 解 是 唯一 的 . 

5. 数 域 P 上 任 一 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(z) 都 有 唯一 的 标准 分 
解 式 : 

fx) = cpri(x) p22 xr) DZ) 

这 里 mw(z)G 一 1 … 力 是 P 上 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ， 
且 两 两 豆 异 ' 是 f(x) 的 首 项 系数 ,mrG 二 1,…,t) 是 正 整数 . 

二 、 重 因 式 

1. 数 域 P 上 的 不 可 约 多 项 式 7(z) 称 为 P 上 多 项 式 f(z) 的 上 重 
因 式 ,如 果 / 

(CIDP C2) IF), (2) pt (7) f(z). 

当 上 一 1 时 ,p(x) 称 为 单 因 式 ,* 宇 2 时 ,z(z) 称 为 重 因 式 . 

2. 设 p(7) 是 多 项 式 f(z) 的 一 个 8 之 1) 重 因 式 ,那么 p(z) 是 
f (z) 的 一 个 一 1 重 因 式 .特别 地 ,f(z) 的 单 因 式 不 是 了 (z) 的 导 
数 的 因 式 . 

3. 如 果 不 可 约 多 项 式 zp(z) 是 f(z) 的 tkZ21) 重 因 式 ,那么 p(z) 
是 f(z), 户 (z)，…f5(z) 的 因 式 ,但 不 是 f(z) 的 因 式 . 

4. 不 可 约 多 项 式 p(z) 是 f(z) 的 重 因 式 的 充分 必要 条 件 是 
p(z) 是 f(x) 与 户 (z) 的 公 因 式 . 

5. f(x) 没有 重 因 式 的 充分 必要 条 件 是 (f(z),f' (x))==1 

6. 设 f(z2) 的 标准 分 解 式 为 apm(z)zz(z)…pr(z)， 其 中 
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pr)C 一 | ,2 15) 是 两 两 不 等 的 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ， 


"有 时， ep 


dpCr)pa(r)…p.《x), 即 它 与 J(Y) 有 完全 相同 的 不 可 约 因 式 ， 这 
是 一 个 去 掉 因 式 重 数 的 有 效 办 法 . 

三 、 彰 见 数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 

|. 复数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 

(1) 复数 域 C 上 任意 一 个 n(n 之 1 次 多 项 式 f(z) 都 可 以 唯一 
地 分 解 成 耕 于 个 一 次 因 式 的 乘积 . 

(2) 标准 分 解 式 : 

一 人 一 CT oe cr Co) 
其 中 clycz,……, 是 互 异 复数 ,71,… ,7, 是正 整 数 ， 

2. 实数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 

(1) 实数 域 8 上 的 任意 一 个 n(n 宇 1) 次 多 项 式 f(z) 都 可 以 唯 
一 地 分 解 成 一 次 因 么 或 二 次 不 可 约 因 式 的 乘积 . 

(2) 标准 分 解 式 : 

DE 
其 中 Qo, 是 互 异 实数 * 211307229d23 3 Ps dt 是 互 异 的 实数 对 ,并 
目 满足 过 49G= 2Dybyybohis sk 都 是 正 整 数 ,并 且 满 
人 十 一 十 如 十 261 十 :十 28 二 R= 二 9(f (7x)) 

3. 有 理 数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 

(1) 如 果 一 个 整 系数 多 项 式 f(r) 的 系数 互 素 ,那么 就 称 f(x) 
是 一 个 本 原 多 项 式 . 

(2) 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 仍 是 一 个 本 原 多 项 式 . 

(3) 如 果 一 个 非 零 整 系数 多 项 式 能 够 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 
有 理 系 数 多 项 式 的 乘积 ,那么 它 一 定 能 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 整 

(4)( 蔷 森 斯 坦 因 判别 法 ) 设 f(x) 一 om 十 oz 十 … 十 am 
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是 一 个 整 系数 多 项 式 ,如果 有 一 个 素数 ! 使 得 


( 1 ) pha, 
CF)pla 1a 2 ,dao 
(页 ) pao 
那么 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， 
应 用 举例 


一 、 不 可 约 和 多 项 式 的 判定 

例 1 设 ?z) E PEzrj 是 次 数 大 于 堆 的 多 项 式 , 如 果 对 任何 多 
项 式 1(z) 与 g(x), 只 要 p(x)|f(z)g(x) 就 有 p(x) 1f (x) 或 PCz) | 
g(r?), 那么 p(x) 是 PLzx| 的 不 可 约 多 项 式 . 

证 明 车 p(x) 可 约 ; 则 p(x) = h(xz)ho(7x), 且 39h (x)) 过 
dC(p(7)), 9(hs (7)) olp(r)). pr) | pC) , BpCz) | hi (Cr)hs (Cx). 
由 题 设 可 得 到 p(xz)|h(z) 或 p(x)1hs(zx): 无 论 那 种 情况 都 与 
3G(r)) 过 3(p(x)),9Cho(x)) 过 9(7(z)) 牙 秆 .所 以 p(x) 是 PLzxj 的 
不 可 约 多 项 式 . 

例 2 证明; 有 理 系 数 多 项 式 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 当 且 
仪 当 对 任意 有 理 数 a 关 0,5, 多项式 g(z) = flaz 十 8) 在 有 理 数 域 
上 不 可 约 . 

证 明 ”必要 性 ” 设 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 但 g(x) 在 有 
理 数 域 上 不 可 约 , 且 设 

g(7) 一 了 (az 十 b) = g(x)g2 (7) (10) 
其 中 g1(z) ,gz(x) 是 有 理 系数 多 项 式 , 昌 次 数 小 于 g(x) 的 次 数 . 


在 (10) 式 中 用 二 z 一 一 代 z, 所 得 各 多 项 式 系数 仍 为 有 理 数 ， 
次 数 不 变 ,是 有 
b 1 b ) 


f(7) = g(r g(r 


0 a a 人 


这 说 明 f(Cz) 在 有 理 数 域 上 可 约 , 矛 盾 . 故 9(z) 在 有 理 数 域 上 
20 


不 可 约 

充分 性 。” 设 9(z) = f(az 十 5 在 有 哩 数 域 上 不 可 约 , 但 f(z) 
可 约 , 且 议 

f(x) = fi(x)f, (7) 
其 中 fi(z) ,fi(z) 为 有 理 数 域 上 次 数 小 于 f(z) 的 次 数 的 多 项 式 . 由 
此 可 得 
flaz 二 28) = filar tt 8)f(ar + b) 

中 g(z) = filar + 5)f2(az + 5) 
这 与 9(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 矛 盾 , 故 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 
约 . 

例 3 证 明 zx' 十 1 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

证 法 一 ( 反 证 法 ) ”如 果 zx' 十 1 在 有 理 数 域 上 可 约 , 那 么 在 它 
的 分 解 式 中 有 以 下 两 种 可 能 情况 ;(1) 含有 一 个 一 次 因 式 ,一 个 三 
次 因 式 ;(2) 含有 两 个 二 次 因 式 . 我 们 要 证 明 无 论 那 种 情况 都 将 推 
出 政 慎 . 

(1) 设 x* 十 1 二 (x 十 a) (十 bz 十 cx 十 0d) 二 x 十 (a 二 56) 十 
(ab 十 c)z7 十 (ac 十 d)7x 十 ad(a,b,c,d 均 为 有 理 数 ), 由 多 项 式 相等 的 
定义 得 :a 十 b= 二 0 中 ),ab 十 c=0 人 ,ac 十 4 一 0 人 @,ad 二 1 由 .由 
中 得 a = 一 5, 代 入 名 得 c= 二 及, 再 代入 @ 得 d == 如 ,再 代入 四 得 
"一 一 1. 而 5 是 有 理 数 , 了 矛盾 . 

(2) 设 xz 十 1 二 (x 十 qr 十 (2 十 or 十 d= 二 x 十 (a 十 cr 
十 《ac 十 5 十 4d)z? 十 (ad 十 be)z 十 bd(a,b,c,d 均 为 有 理 数 ), 由 此 
得 :a 十 c= 二 0 ,ac 二 Bb 二 d= 二 0 人 @,ad+bc=0 ,bd=1 
(8. 由 加 得 a 二 一 c, 代 入 加 得 一 cl(d 一 5b) = 0 人 @. 如 果 c=0， 
代入 @ 得 5 一 一 4, 再 代入 得 全 一 一 1. 这 与 4 是 有 理 数 忒 盾 .如 
果 c 关 0, 册 得 5 二 d, 代 入 (8) 得 六 二 1 ,有 所 以 5 二 土 1, 骨 代入 @ 
得 c = 士 2. 这 本 是 有 理 数 矛盾 . 

所 以 六 十 工 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
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证 法 二 ”对 z 十 1 的 字母 稍 加 变换 ,再 使 用 艾 森 施 坦 因 判别 
法 证 明 . 

令 z 一 ! 十 1 则 9(G) = 了 GO 十 1) 王 (十 1 十 1 三 办 十 4 
十 6 十 4y 十 2. 
取 p 二 2, 则 有 pt1,7|14,p16,p14,p12, 但 是 ?站 2. 
由 艾 森 施 坦 因 判别 法 知 ,9(g) = f(y 十 1) 在 有 理 数 域 8 上 不 可 约 . 
由 例 2,f(zx) 在 @ 上 不 可 约 . 

此 例 说 明 ,在 不 能 直接 使 用 芯 森 施 坦 因 判 别 法 时 ,可 将 多 项 式 
的 字母 进行 变换 后 再 使 用 ,下 面 册 看 一 个 例子 . 

例 4 证 明 ; 当 7 是 素 数 时 ,f(x7) 二 x 十 x 十 十 7 十 1 
在 有 理 数 域 8 上 不 可 约 . 


证 明 注意 到 f(x) = 车 二 ; 令 7= 二 y 十 1,9(y) 二 f(y 十 1)= 


?一 
站 一 yr 十 cp yr? 二 二 cs!l,ptl, plc, Ci 一 1 ,2。…， 


p 一 1), 且 er!, 由 艾 森 施 坦 因 判别 法 ,gy) = f(y 十 1) 在 8 上 不 
可 约 .由 例 2,f(z) 在 @ 上 不 可 约 ， 

例 5 设 flz) = aor' 十 ar'-! 十 … 十 a 是 整 系数 多 项 式 , 厂 
有 素数 p 使 得 phaos plaiti ,d+29°." sr9 日 pa, ,其 中 是 非 负 整 数 ， 
求证 :在 有 理 数 域 上 f(z) 有 次 数 宇 n 一 的 不 可 约 因 式 . 

证 明 ”由 因 式 分 解 定理 ,f(zx) 可 分 解 为 整 系数 不 可 约 因 式 之 
积 ,已 知 p|a,, 则 在 f(z) 的 不 可 约 因 式 中 必 有 一 个 因 式 , 设 为 p(z)， 


它 的 常数 项 能 被 p 整除. 记 #2) 一 二 , 则 有 f(z) 一 PCz)4(2)， 


设 D(z) = bor™" 十 br 1 十 … 十 bn 
bz) 二 corr 十 Cr! 十 十 6 
并 设 4 是 p(z) 从 最 后 一 项 开始 第 一 个 不 被 ?整除 的 系数 ( 因 zao， 
故 这 样 的 5 是 存在 的 ). 又 因为 a, = bme 不 能 被 严整 除 , 所 以 ci 不 
能 被 ? 整除 . 进而 e+; == bics 十 bitiC4-1 十 … 不 能 被 pb 整除 ,由 此 有 
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六 十 有 委 故 有 站 站 十 大 十 一 下 一 2 十 ;一 人 2 一 类 这 就 证 
明了 f(z) 有 次 数 之 2 一 的 整 系数 不 可 约 因 式 . 
值得 指出 的 是 ,区 和 森 施 坦 因 判别 法 只 给 出 了 整 系 数 多 项 式 在 
有 理 数 域 @ 上 不 可 约 的 充分 条 件 ,而 不 是 必要 条 件 . 对 另 一 类 有 理 
系数 多 项 式 的 可 约 性 问题 ,可 用 8$5 有 关 根 的 知识 来 讨论 .看 以 下 
各 例 . 
例 6 设 flz)= (一 a)…(z 一 4) 一 1, 其 中 a ,… ,a 是 两 
两 不 同 的 整数 .证 明 :f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
证 明 寿 f(z) 在 有 理 数 域 上 可 约 , 则 f(z) 可 以 分 解 成 两 个 
次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 之 积 ,如 f(x) = g(z)h(z),g(z),h(z) 是 
整 系数 多 项 式 , 且 9(g(7x)) 过 nn,9G(z)) 一 2 由 题 设 可 得 
fla) = ga)h(a) =— 1G= 1,2,. ,7) 
则 有 gCa) = 1,hCa) 二 一 1 或 glai) = 一 1,h(qa) = 1. 从 而 总 有 
g(a) 十 hla) 二 0G 二 1,2,…,n), 且 见 多 项 式 g(z) 十 h(xz) 有 nn 个 
互 腊 根 ,但 a(g(x) + hr)) <n 
这 与 多 项 式 在 任 一 数 域 中 的 根 的 个 数 不 超 过 多 项 式 的 次 数 的 性 质 
相 矛 盾 . 所 以 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
注意 “ai,4:,… ,a, 两 两 互 异 这 一 条 件 是 不 可 少 的 ,否则 命题 
不 成 立 . 例 如 fx) = (z 一 a)? 一 1 二 (x 一 a 一 1)(z 一 a 十 1),f(z) 
在 有 理 数 域 上 可 约 ， 
” 例 7 设 整 系数 多 项 式 f(z) 对 z 取 无 限 个 整数 时 的 函数 值 都 
是 素数 ,证 明 :f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， 
证 明 设 f(z) 在 有 理 数 域 上 可 约 , 则 有 
f(x) = g(r)h(z) 
其 中 gC) ,hlz) 为 次 数 较 f(z) 次 数 低 的 整 系数 多 项 式 . 假定 :一 o 
时 ,f(a) 二 zp 是 素数 , 则 g(a) ,h(a) 中 必 有 一 个 的 值 是 士 1. 于 是 当 
z 取 遍 整数 集 时 ,g(z) 或 h(z) 中 至 少 有 一 个 的 函数 值 应 无 限 次 取 1 
或 一 工 . 即 g(xz) CO— lg(z) 十 1Gz)J) 十 1 一 1 
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四 个 多 项 式 中 至 少 有 一 个 具有 无 限 个 根 .矛盾 .所 以 ,7(z) 在 有 理 
数 域 上 不 可 约 . 

例 8 议 o,o% 是 2" 个 不 同 的 整数 ,证 明 : 整 系数 多 项 式 

f(r) = (za) 1 

在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

证 明 ”因为 对 任意 实数 a,f(a) 二 0, 所 以 f(z) 无 实数 根 . 

大 f(x) 在 有 理 数 域 8 上 可 约 , 设 

f(z) = p(x) yp(r) 

p(z) ,%(z) 是 次 数 大 于 零 的 整 系数 多 项 式 , 则 p(z) ,Vp(z) 也 没有 实 
数 根 . 这 样 ,z 取 任 何 实数 值 时 ,f(z),o(z),y(z) 均 不 改变 符号 . 但 
f(x) 盖 0, 所 以 op(z),bp(z) 同 号 . 不妨 设 g(x) 0,%z) > 0， 

首先 证 明 9C(gp(x)) 二 9(Y%(x)) 一 2 在 不 然 , 设 aCp(z)) <2 或 
Xy(z))<n. 车 3(q9(z))<n, 则 由 f (a) ==1, 知 p (a) 二 py(a) 二 1 
(二 1,…,n)gp(z) 一 1 有 7 个 根 ,与 根 的 个 数 不 超 过 多 项 式 的 次 
数 的 性 质 矛 盾 . 同 理 可 知 3(%(z)) = n. 

因为 p(x) 一 1 有 2 个 整数 根 m,…e，, 所 以 

P(r) 一 1 十 az 一 0 人 2 一人) 

同 理 ,y(z) 和 1 十 8z 一 0 (7 a,) 
a,B 均 为 整数 .于 是 ,由 f(x) == mp(z)%(z)， 得 

2a) (2a) (za 十 1 二 1 十 (a 二 BP)(zma) (za;) 
二 apr — a) (x Oo a) (TCO a) 
比较 ”的 系数 ,可 知 a8 = 1. 把 它 代 入 上 面 的 等 式 , 再 比较 x* 的 系 
数 得 “十 8 = 0. 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 满足 sp8=1 且 “十 565=0 
的 整数 a 和 5 不 存在 ,所 以 ,f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

二 、 叭 一 分 解 定理 的 应 用 

例 9 设 f(z),g(z) E PLz]j,f(z) 与 9(z) 的 最 小 公 倍 式 指 的 是 
PlLzj 中 满足 以 下 条 件 的 多 项 式 普 (z): 
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(a) f(z)|m(z), g(r) |m(z); 

(5) 若 h(x) € PLzj, 且 f(Gz)ACz)y9(z) ICz)， 则 和 (xz) 12(z). 
f(x) ,g(x) 的 站 项 系数 为 1 的 最 小 公 伴 式 记 作 [f(z) ,g(x)j. 试 证 
明 ， 

(1) 如 果 f(z).9g(z) 是 P[Lz] 中 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 且 次 数 都 
大 于 雪 ,它们 的 标准 分 解 式 分 别 为 f(z) 一 2 (x) pr 和 (7) gin (7)… 
ge) 9 T= pT) TT) (7) ,其 中 qi (7) 关 (2),， 
(i=7 二 1 ,8;j=7 十 1 20) , 则 [fF Cz) ,gC7) = (2) pr (7) 
gr) gz) T(z) ,其 中 mW 一 max (hh,4) 
G = 1,2,. ,7). / 

(2)[L f(x) ,9(7) (f(z) ,9(7)) = f(z)g(z). z 

证 明 (1) 易 见 m(x)= 二 pi (Cz) pe (C7) gl (C7) eg (7) 
(r(x) 是 f(x) 与 g(x) 的 公 倍 式 . 设 K(x) 是 了 f(z),g (x) 
的 任 一 公 倍 式 , 只 需 证 m(x)|K(z). 因为 f(z)|K(z),g(Cz)|K(x), 有 所 
DAp™ir) qr) ,te (T= 7) oe? 二 lS ;v7 二 11, VD) 
都 整除 K(x). 又 因为 它们 两 两 都 是 互 素 的 ,由 互 素 多 项 式 磁 积 性 
质 得 m(z) |K (zx). 

(2) 证 法 一 。 因为 (f(z),g(z)) 一 克 (z) pz) 其 中 已 一 
min (kyL) MT maxkki,t) + min(ki,6) 一 大 十 6 一 1 2 7) 也 以 
[f(z) ,gz) |(F(z) ,g(x)) = f(z) » gl7). 

证 法 二 。 设 了 (x) = dx)f1(z),g(x) = 二 d(xz)g1(z),d(x) 是 
f(z),g(z) 的 最 大 公 因 式 ， 则 (fi(z)，9(z)) = 1, f(x)g(x) = 
d(z)[d(z) fi(z)ogkz)]. 今 证 d(x)fi(rz)g(z) 是 f(x) 与 g(x) 的 最 小 
公 倍 式 . 令 m(z) 二 d(x)fi(x)g1(7z),(a)f(z)|m(z),g(zx) |m(zx) 是 显 
然 的 ，(b) 设 fGz)1MNGz)，9gCz)|Mz)， 则 MGz) = f(x)qxz) 一 
d(z)fi(z)g(z)，MGz) = 9g(z)gz(z) = dz)gi(z)ga(z) .从 而 
dr)fi(r)g (zx) = dl(z)gy (x)gs(x). 而 d(x) 关 0, 所 以 有 f(x)qi(x) 
一 9gi(z)ga(z). 于 是 gx) |f1(z)q1(z). 但 (Ff1(x) ,gi(z)) 一 1， 故 
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gi1 (7) 191(7) ,gq1(7) = g1 (rx) qi(z). 那么 , M(rz) = 二 d(x)fi(r) g(r) g(x) 
一 m(z)qi1(x). 因此 ,mlz) |M(2). 故 m(z)=d(zx)fi(r)gi(z) 是 f(z) 与 
#7) 的 最 小 公 倍 式 . 从 而 有 f(x)g(x)== (f(z),g(z)):[f(x),g(x)]. 

两 种 证 法 相 比 较 , 用 标准 分 解 式 要 简便 得 多 . 

由 本 例 可 以 看 出 ,如 果 已 求 得 两 个 多 项 式 的 标准 分 解 式 ,那么 
容易 得 到 它们 的 最 大 公 因 式 及 最 小 公 倍 式 . 但 是 , 求 多 项 式 的 标准 
分 解 式 没有 一 般 方法 ,有 时 甚至 是 很 困难 的 ,本 例 提供 的 结果 主要 
在 于 理论 上 的 价值 . 

例 10 证 明 : 数 域 P 上 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(z) 是 P 上 
某 一 不 可 约 多 项 式 的 方 等 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 g(x) € PLz]， 
或 者 (fkz),g(z)) 一 1, 或 者 存在 一 个 正 整数 m 使 得 f(x) |g" (zx). 

证 明 必要 性 ” 设 f(z) = 二 pCz),p(zx) 在 已 上 不 可 约 光 > 0， 
则 对 任意 g(x) € Plzj], 有 (p(x),g(x)) == 1 或 p(xz)|g(z). 如 果 
(pl7),g(7)) = 1, 那么 (p(x) ,g(x)) 一 1 即 (f(z)yg(z)) 一 1， 
如 果 p(x)|g(x) ,那么 ,p(x) |g:(z), 旭 了 Cx) |g*:(x). 

充分 性 已 知 aCf(z)) > 0, 设 fGz) = 站 (7) 记 (zx)… 记 (x)， 
pz) 是 不 相同 的 不 可 约 多 项 式 . 仪 须 证 7 = 1. 用 反 证 法 .如 果 > 之 
2, 取 9y(z) = pi(7x). 因为 pCz)|f(2), 所 以 Cp1(2) ,f(z)) 关 1. 由 题 设 
条 件 ,存在 正 整 数 m 使 f(z)|p1"(z), 从 而 有 P"(z) = f(x) q(x) 一 
pz)ptr(z)q《7). 耕 名 志 所 , 则 让 -zph(x)q(zx) = 二 1. 逆 盾 . 
若 抽 之 如, 则 pw 和 (x) 二 记 (7)… 认 (x)q(z). 于 是 p(x)| pz) 这 
与 (p(x),p;(z)) 一 1 工 记 盾 . 故 7 之 2 不 可 能 .因此 >=1, 即 f(z) = 
ph (7). 

例 11 数 域 P 上 的 一 个 n(n 0) 次 多 项 式 f(z) 能 被 它 的 导 
数 f(z) 整除 的 充分 必要 条 件 是 f(z) = alz 一 六 (ep € P). 

证 明 充分 性 因为 f(z)=a(z 一 0)",f' (x) 二 na(x 一 8)*-1!， 
Pb fF’ (zx) |f (2). 

必要 性 ” 设 J(Cz) = apPi(z)pr(z)…pr.(z) 是 f(z) 的 标准 分 解 
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式 , 而 了 (x) 一 玖 1(z)2amCz)me1e LI)0(z) 其 中 PCz) 不 能 被 
任何 mtz)4G 一 1,2，…… 和 0 整除 .由 f(z)1f(72), 知 gp(z) = cc 是非 
零 常数 . 设 3(zi(z)) 王 有, 则 9(CFf(Gz)) ==#= mh 十 mzhz 十 十 mk 
义 9fkz)) 一 gf rz) 十 1 所 以 站 一 Cn 一] 和 十 (ma 一 1K2 十 
二 《rm 一 Dk 十 1. 从 而 4 一 1 二 4 一 (6 十 有 十 … 十 有 ). 因 此 
1 十 io 十 十 天 一 1. 故 如 二 1,t = 二 1. 也 就 是 f(z) 二 apy(7), 此 
从 3Cp(x)) = 二 44 设 p71) 二 7 一 5b, 则 f(z) 一 az 一 的 5 


8 5 “多项式 函数 和 多 项 式 的 根 


一 、 定 义 
1. 设 f(z) 二 >arEP[z],aE€P, 用 a 代 z 所 得 的 数 Daio 


称 为 f(z) 当 z = a 时 的 值 ,用 符号 f(ao) 表示 . 

这 样 , 对 于 数 域 P 中 的 每 一 个 数 c, 令 PP 中 唯一 确定 的 数 f(e) 
与 它 对 应 ,就 得 到 了 到 P 的 一 个 映射 . 这 个 映射 是 由 多 项 式 f(x) 所 
确定 的 ,叫做 P 上 一 个 多项式 函数 . 

2. 当 fu) = 0 时 , 称 “ 是 多 项 式 fgz) 的 根 . 若 z 一 a 是 f(z) 的 
¢ 重 因 式 , 则 称 a 是 f(x) 的 4 重 根 ; 当 上 =1 时 , 称 w< 是 f(z) 的 单 根 ; 
当 上 之 1 时 , 称 a 是 f(x) 的 重 根 . | 

二 、 和 性 质 

1. 余数 定理 ”用 一 次 多 项 式 z 一 “ 除 多 项 式 f(z) 所 得 的 余 式 
等 于 当 z = a 时 了 (zx) 的 值 了 f(o)， 

2. 因 式 定理 >z 一 a|f(z) 的 充分 必要 条 件 是 f(a) = 0. 

3.P 上 的 每 个 次 多 项 式 在 P 内 至 多 有 7 个 根 ( 重 根 按 重 数 
计 ). 
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4. 议 f(z) 与 9(z) 都 是 数 域 P 上 次 数 不 大 于 "的 两 个 多 项 式 ， 
则 f(z) 二 g(z) 的 充分 必要 条 件 是 在 P 内 至 少 有 ?十 1 个 不 同 的 数 
@ 使 f(a) = g(a)Gi= 1,2,… ,nn 十 1). 

这 一 绪论 表明 , 数 域 上 的 多 项 式 既 可 以 作为 形式 表达 式 来 处 
理 , 又 可 以 作为 函数 来 处 理 . 

5. 拉 格 骨 日 插值 公式 设 oi,…as+l 是 忆 中 8 十 1 个 互 异 数 ， 
1 ，"… ,bi 是 P 中 任意 % 十 1 个 数 , 则 P 上 的 多 项 式 

L(x) = DE “(To 1) FO 1) (2 CO— a,) 


di — a (Gi — G1) Gi CO— gp) (Gi — qa) 
的 次 数 奈 nn, 并 且 满 足 L\(a;) 一 b,(t = ] ,… “7 十 ] ). 
三 、 复 数 域 . 实 数 域 上 多 项 式 的 根 的 性 质 
1. 代数 基本 定理 。 每 个 次 数 宇 1 的 复 系 数 多 项 式 在 复数 域 
中 至 少 有 一 根 . z 
2.4 次 复 系数 多 项 式 在 复数 域内 恰 有 个 根 ( 重 根 按 重 数 计 
算 ). 
3. 设 Qo 是 f(z) = 二 aor 十 qr 十 一 十 alao 关 0) 的 n 
个 根 , 则 根 与 多 项 式 的 系数 之 间 的 关系 是 ， 
al 十 ao 十 … 十 wa 一 一 a 2102 十 ai03… 十 Ql10, 一 pe 


a dn 
oO ,= (11) Wi Or 一 人 一 二) 一 
1 hh 0 


4. 如 果 a 是 实 系数 多 项 式 f(z) 的 一 个 非 实 的 复数 根 , 则 它 的 
共 斩 数 “也 是 f(z) 的 根 ,并 且 a 与 a 有 同一 重 数 . 
四 、 有 理 根 的 性 质 与 求法 
1. 设 fGz) 一 oz 十 ao 十 … 十 oa 是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 
全 是 一 个 有 理 数 且 (p,9) = 1, 若 一 是 f(z) 的 有 理 根 , 则 有 
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(1)q|a,, plao. 
了 (1) ,fF(— 1) 

(2) 一 二 Fp 都 是 整数 . 

2. 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 f(z) 的 有 理 根 一 定 是 整数 . 

3. 求 整 系数 多 项 式 f(z) 一 az 十 az 十 … 十 oa 的 有 理 根 
的 方法 : 

(1) 求 出 和 ae 的 所 有 因数 ， 

(2) 以 m 的 因数 作 分 母 ,a 的 因数 作 分 子 , 写 出 所 有 可 能 的 既 
约 分 数 | 二 | 

(3) 对 第 (2) 步 求 出 的 分 数 卫 进 行 检验 ,车工 与 全 二 一 才 
是 整数 , 则 这 个 有 可 能 是 了 (x) 性 根基 丙 才 不 全 为 整数, 则 这 个 


人 就 不 会 是 f(z) 的 根 

(4) 第 (3) 步 第 选 出 来 的 -可 能 是 f(z) 的 根 ,再 用 z 一 也 去 
除了 (7) (可 用 综合 除法 ) ,车 余数 为 零 , 则 一 是 f(z) 的 根 ,否则 -不 
是 f(z) 的 根 . 

应 用 举例 


一 、 有 理 根 与 重 根 
例 ] 求 整 系数 多 项 式 
f(x) 一 2z 一 42 一 5 十 10 一 3z 十 6 
的 有 理 根 . 
解 ”7(z) 的 首 项 系数 2 的 因数 有 土 1, 士 2,f(z) 的 第 数 项 6 
的 因数 有 士 1, 士 2, 土 3, 土 6. 因 此 ,f(z) 可 能 的 有 理 根 是 


(证 1, 士 2 土 3, 土 6, 土 豆 , 士 可 | 
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而 f(01)= 二 6 关 0,f( 一 1) 二 18 关 0, 即 士 1 不 是 了 (zx) 的 根 .因为 
十 3) 人 (一 1), 所 以 3 不 是 了 f(z) 的 根 . 
同 理 , 由 于 [1 一 (一 3H) ,1 一 GyHGD,[1 一 (一 6) 外 f(1)， 


(2 十 3)Hf( 一 D,[2 一 (- 3)]Hf(1), 故 一 3, 士 6, 土 也 都 不 可 


能 是 J(z) 的 根 .就 只 剩 下 了 士 2, 土 坟 有 可 能 是 f(z) 的 根 . 用 综合 
除法 检验 知道 2 是 f(x) 的 有 理 根 ， 而 其 余 的 都 不 是 f(x) 的 根 . 故 
所 求 多 项 式 的 有 理 根 只 有 2. 
例 2 设 f(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 , 试 证 :如 果 f 了 (0) 与 了 (1) 
都 是 奇数 ;那么 f(z) 不 能 有 整数 根 . 
证 明 ( 反 证 法 ) ”者 a 是 f(z) 的 一 个 整数 根 , 则 有 
f(x) = (x 一 a)fi(z) : 
比较 两 边 多 项 式 的 系数 知 ,f1(x) 也 是 整 系 多 项 式 ,于 是 
(人 一 一 agf1(0) 
f(1) = (1 — fi(1) 
因为 a 与 1 一 a 中 有 一 个 是 偶数 ,从 而 有 (0) 与 了 (1) 中 有 一 个 是 偶 
数 ,这 与 已 知 条 件 矛 盾 , 故 f(z) 没有 整数 根 . 
例 35 设 一 个 整 系数 多 项 式 f(x) 在 两 个 整数 值 z 种 z; 处 的 函 
数值 都 是 1 或 一 1, 证明: 如 果 |zi 一 zz 二 2 那么 人 


好 梁 | 于 一 妆 | 魏 2, 且 z 天 zz ,那么 1() 的 有 理 根 只 能 是 也 (zi 十 22). 


证 明 如 果 - 是 f(z) 的 有 理 根 ,9 之 0,p,4 互 素 ， 那么 

f(z) = (p — gr)f (x) 

上 且 f(z) 是 整 系数 多 项 式 . 于 是 

(p — gx1) |f (x1), (9 一 9zz)| 了 (zz) 

由 已 知 f 了 (m1) 一 十 1,f(zz) 一 士 工 得 
7 一 gz1l 一 士 1,2 一 qzz 一 士 ] 

两 式 相 减 可 得 (z 一 z1)g = 十 2, 或 0. 但 当 |zi 一 zz| 二 2 时 , 叉 因 
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A rl 


证 


为 9>>0, 所 以 (rz 一 z)9g 关 2 一 2 0. 因 此 |z 一 zi 盖 2 时 ,f(z) 
没有 有 理 根 . 
现在 设 zi Z2 | 2. 如 果 Z2 一 2 那么 Z2 一 2 二 2, 于 是 
zy 一 Zi 二 1 或 2, 这 时 ,7 与 9 使 等 式 (x; 一 41)g 二 2 成 立 的 唯一 可 能 
值 是 p 一 gxi = 1,7 一 972 二 一 1. 也 就 是 7 二 z19 十 1,9 一 
所 以 ,如 果 f(z) 有 有 理 根 ,那么 这 个 有 理 根 只 可 能 是 
l zi 十 z2 
gt 
如 果 zs 过 zi, 可 作 类 似 的 讨论 . 
关于 多 项 式 的 重 根 , 若 不 特别 声明 , 根 总 是 在 复数 范围 内 讨论 
的 ,这 时 ,多 项 式 有 无 重 根 与 有 无 重 因 式 是 一 致 的 . 因此 ,在 复数 域 
内 f(z) 有 重 根 的 充分 必要 条 件 是 (f(z) ,f(z)) 关 1 
例 4 求 多 项 式 x 十 pz 十 gg 有 重 根 的 条 件 . 
解法 一 令 f(z) = 十 pr 十 9, 则 
fr (rz) 一 3z2 十? 
显然 ， 当 ?一 0 时 ， 只 有 当 ft 一 0, 了 (z) = 2 才 有 醒 根 ( 重 数 
是 3). 


若 p 取 0, 且 a 是 f(z) 的 重 根 , 则 “也 是 所 (z) 的 根 , 即 有 


Ce 


Xs ~ Xl 


人 《11) 
3o- 十 7 一 (0 (12) 
由 (11) 得 a(a? 二 7p) =— 4 
由 (12) 得 到 一 一 本 
_2 34 
则 有 a( 3 十 p) qg， 0 2y 
、 4 9g _ 了 
两 边 平方 得 z Ap 3 
所 以 dp? 十 279 二 0. 


由 以 上 证 明知 , 当 47; 十 279? = 二 0 时, 多项式 x? 十 pz 十 9 有 午 根 . 
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解法 二 令 f(z)= 二 十 十 49. 当 p= 二 9 二 0 时 ,f(z) 有 午 
根 ; 当 ? 关 0 时 对 了 (z) ,f' (z) 作 轧 转 相 除法 ,得 余 式 为 4 十 2 
因此 ,f(z) 有 重 根 的 条 件 是 fkz) 与 f' (zx) 不 互 素 . 

有 4p 十 2792 一 0 

例 5 证明 :flz) = x' 十 ar "十 4b 不 能 有 重 数 大 于 2 的 非 零 
根 . 

证 明 f(x) = 二 znz” 十 (nm)al| 
在 w“ 是 fGz) 的 重 数 大 于 2 的 非 零 根 , 则 a 应 该 是 rz" 十 (x 一 m)a 的 
重 数 大 于 1 的 根 . 因而 又 应 该 是 Laz 十 (一 m)aJ' = nmz"! 的 根 . 
但 是 rmz”"! 的 根 只 有 0, 这 是 一 个 矛盾 ,所 以 f(z) 没有 重 数 大 于 2 
的 非 零 根 . 

例 6 设 f(x) 是 数 域 P 上 的 多 项 式 ,a 是 f(z) 的 * 重 根 
(Fk >> 0), 有 日 g(x) 二 了 f(z) 一 (zr 一 a)f' (zx), 问 a 是 g(x) 的 多 少 重 根 ? 

解 由 题 设 知 存 在 多 项 式 h(z) 使 得 

f(x) = (x — oa) hlr), (Cz — a)M(z) . 
g(x) = (x — a)'[ (1 ~— Ph(z) — (zx — o)h’ (7)| 

(1) 如 果 * 泛 1, 那么 (x 一 [C1 一 h(xz) 一 (x 一 a)h' (2)]. 
否则 (z 一 wo) |h(z) 与 假设 矛盾 .所 以 这 时 ce 是 9(z) 的 大 重 根 . 

(2) 如 果 = 1 那么 gz) == 一 (z 一 a)?h' (7z). 这 时 a 是 g(x) 
的 m 重 根 (m 之 2). 

例 7 设 a 是 一 个 无 理 数 ,f(z) 是 有 理 数 域 上 以 c 为 根 的 次 数 
最 低 的 多 项 式 , 证 明 :f(z) 无 重 根 ， 

证 明 如果 f(z) 有 重 根 ,那么 f(x) 与 f(z) 在 复数 域 上 不 互 
素 . 设 (f(2),f' (zx)) 二 d(x),3(d(z)) 之 0. 因为 最 大 公 因 式 可 由 轰 
转 相 除法 而 得 到 ,其 运算 都 是 有 理 运 算 , 所 以 d(z) 与 (x),f' (zx) 
一 样 是 有 理 系 数 多 项 式 . 再 设 f(z) == d(z)g(z), 则 9(Cz) 也 是 有 理 
系数 多 项 式 , 并 且 a(e(z)) < 3(f (x)) ,9(d(z)) < 9(f (7)). 
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义 因 f(a) = d(a)g(a) = 0 
所 以 d(a) 一 0 或 g(a) 一 10 
不 论 哪 种 情况 都 和 已 知 f(z) 是 以 a 为 根 的 次 数 最 低 的 多 项 式 矛 
盾 , 故 f(z) 无 重 根 . 

最 后 ,要 指出 的 是 ,用 3 4 去 掉 多 项 式 因 式 重 数 的 方法 在 多 项 
式 求 根 间 题 中 有 着 重要 的 作用 . 因为 当 多 项 式 f(z) 有 重 因 式 时 ， 
(f(z),f' (7)) = 一 dz 天 1 用 dz) 除 fGz) 得 商 式 9(z)，d(z) 与 大 (z) 
有 完全 相同 的 不 可 约 因 式 ,我 们 可 以 把 f(x) 的 求 根 问题 转化 为 次 
数 较 低 的 多 项 式 g(x) 的 求 根 问题 . 例如 

例 8 求 f(z)= 二 xz? 十 2x5 一 6x5 一 8z! 十 1773 十 6x? 一 20z 十 8 的 根 . 

解 产 (z) 王 72 十 12z 一 302 一 32273 十 51z2 十 12z 一 20. 用 驾 转 
相 除 法 求 得 (f' (zy),fGz)) 一 dz) 一 蕊 十 2 一 523 一 22 十 8z 一 4. 用 
d(x) 除 f(z) 得 商 式 9(x)==x? 十 x 一 2 二 (2 一 1)(z 十 2). 了 (zx) 与 g(x) 
有 完全 相同 的 不 可 约 因 式 z 一 1z 十 2 可见 ,fGz) 有 根 1, 一 2. 和 再 
用 综合 除法 知 1 是 f(z) 的 四 重 根 , 一 2 是 了 (zx) 的 三 重 根 . 

二 、 根 与 因 式 分 解 

当 一 个 多 项 式 的 根 比 较 容 易 求 出 时 ,利用 根 与 一 次 因 式 的 关 
系 可 以 把 多 项 式 分 解 因 式 . 

例 9 分 别 在 复数 域 \ 实 数 域 和 有 理 数 域 上 分 解 多 项 式 x' 十 1 
为 不 可 约 因 式 的 来 积 . 

解 ”在 复数 域 上 讨论 . 

解法 一 ”xz' 十 1 在 复数 域内 有 四 个 根 ; 

Vi_ Vi, vv Vv, 


十 2 03 一 一 天 一 一 ! 


2 2 2 2 


V2. 
2 一 一 > 十 7 i, 由 因 式 定理 ,x 十 1 二 (zf 一 01) (7 一 0Q2) (z+ 一 G3) 


解法 二 xz 十 1 一 (zt 十 2r 十 1) 一 2zr 一 (z2 十 1)2 一 2z2 
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一 (x 二 V27 十 1)(x -VT+tD- G+ + 

(z+ (2z 一 +2 ) (rz 一) 

在 实数 域 上 讨论 . 因为 x 十 1 的 每 一 个 一 次 因 式 的 系数 都 含 
有 虚数 ,由 唯一 分 解 定理 知 , 在 实数 域 上 zx 十 1 不 可 能 含有 一 次 因 
式 . 所 以 在 实数 域 上 x 十 1 = (x 十 2x 十 1)(x? 一 27 十 1). 

在 有 理 数 域 上 讨论 . 如 前 所 述 ,z 十 1 不 可 能 含 一 次 因 式 ,在 
实数 域 上 z! 十 1 的 每 一 个 二 次 不 可 约 因 式 的 系数 都 含有 无 理 数 ， 
由 唯一 分 解 定理 知 ,在 有 理 数 域 上 x' 十 1 不 可 能 含有 二 次 不 可 约 
因 式 . 所 以 z' 十 1 在 有 理 数 域 上 的 不 可 约 因 式 分 解 就 是 x 十 1. 

例 10 给 出 实 系数 四 次 多 项 式 在 实数 域 上 所 有 不 同 的 标准 
分 解 式 . 

解 实数 域 上 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 为 + 十 a 或 十 
zz 十 9, 这 里 a,p,9 都 是 实数 , 且 < 49. 下面 我 们 根据 四 次 多 项 式 
的 根 的 各 种 可 能 情况 得 出 它 的 标准 分 解 式 . 

1. 都 是 实 根 时 ,有 

(1)7(z) 一 az 一 az 一 ao) 人 一 aa)(z 一 0) (0 0 0 两 
两 互 异 , 均 为 单 根 ) 

(2)7(z) 一 az 一 oz 一 2)(z 一 03),《@,02,03, 爽 两 筷 界 ， 
一 个 2 重 根 ,两 个 单 根 ) 

(3)f(7)==a(7 一 (7 一 qz),(a 关 0z, 一 个 3 重 根 ,一 个 单 根 ) 

(4)f(z) 一 az 一 oq)',( 一 个 4 重 根 ) 

2. 既 有 实 根 又 有 非 实数 根 时 ,由 虚 根 成 对 出 现 的 定理 可 知 ,只 
能 有 两 个 实 根 a ,a 与 两 个 互 为 共 印 的 虚数 根 8,8 这 种 情况 . 这 
时 ,有 

(1)f(z) 一 az — (B+ Bz Bh ~ oa) ~— 02), (oA 02) 

(2)f(7x) = alzr: — (p+ pz Bhllr — a)’, (om 一 az) 
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3. 全 为 非 实数 根 时 , 设 a,a,6,B 是 根 , 则 有 
(1)f(z) 一 aLz2z 一 (a 十 al)z 十 ac [zz 一 (8 十 1)xz 十 11 (Ce 天 1) 
(2)f(z) 一 az 一 (ce 十 oz 十 ac] (aa 一 让 ) 


以 上 8 个 式 子 就 是 实 系数 四 次 多 项 式 在 实数 域 上 所 有 不 同 的 
标准 分 解 式 . 


例 11 求 多 项 式 普 一 [在 复数 范围 内 和 实数 范围 内 的 因 式 分 


解 . 
解 在 复数 范围 内 ,f(z) = 一 1 的 4 个 根 是 
Er 一 cos < 十 tsSin 一 一 Eh (k= 00,1 ,nn— 1) 
所 以 f(z) 一 (zz 一 sz 一 5 人 (zz 一 Bl) 
在 实数 范围 内 , 当 是 奇数 时 ,f(z) 一半 一 1 只 有 一 个 实 根 
s 一 1. 因为 上 一 60<<) < ) 
所 以 的 非 实 根 e snort t 可 按 相 互 共 颈 配 


2 


(tr— ge)(t—6_;)) = |7xC— (ee et ee] 
= 7 :一 2zcos < 十 1 (0 之 了 之) 


是 实 系数 不 可 约 多 项 式 . 所 以 f(s) = 一 1 在 实数 域 上 的 分 解 式 为 


f(z) = ec-DTIc 一 2zcos < 十 1 ) 


一 1] 


当 nr 是 侦 数 时 ,zx* 一 1 的 实 根 有 两 个 ， 
二 1 和 2 二 一 


x 一 1 的 另外 x 一 2 个 非 实 根 又 可 按 共 关 系 配 成 蕊 一 1 对 


由 
7! 


所 以 了 Cz) = (z 十 DGz — DIT ~ 2zc0s “EE + 1) 


;二 1] 
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例 12 试 证 ;没有 实 根 的 首 项 系数 大 于 和 零 的 实 系数 多 项 式 ， 
可 以 表 成 两 个 实 系 数 多 项 式 的 平方 和 . 
证 明 设 f(zx) 是 一 个 首 项 系数 大 于 零 的 没有 实 根 的 实 系数 
多 项 式 , 那 么 f(z) 的 次 数 一 定 是 偶数 ,而 且 其 根 一 定 是 -一些 共 辆 
虚数 对 , 设 其 根 为 ol ,Qi;@2;02;…as,as. 再 设 
(z — Qa) (To 2) (rt CO 0) = f(r) + 1f2(7) 
其 中 f(z) ,f(z) 都 是 实 系 数 多 项 式 , 那 么 
(z — A) 0) (tO— a) = f(x) — if,(7) 
于 是 
f(z) 一 cz 一 0)(7 一 2) (一 (zz 一 0)(z 一 az) (Zz 一 as) 
= c(f1(7x) 十 fs(z))CGz) 一 22(z)) 
= (ecj(z))2 十 (Wefe(z))3 
式 中 c 是 f(x) 的 首 项 系数 ,~ c fi(x),Vc fa(z) 都 是 实 系数 多 项 
式 . 
三 、 根 与 整除 性 
例 13 证 明 (z? 十 z 十 1)|(z 十 za2+1 十 284+2)， 其 中 ma 是 
非 负 整 数 . 
证 法 一 记 f(7) 二 守 十 ?十 1,g(7) 一 22 十 zf 十 2 由 
7 一 1 二 (7 一 1])(z? 十 fz 十 1) 知 f(z) 的 两 个 根 w,wz 是 三 次 单位 
根 , 即 = 1,w 关 1G=1,2) 有 目 wi 029(0) = or 十 oP"t! 十 
ot 二 1 十 @ 十 2 = 二 0. 由 因 式 定理 知 z 一 wig(z)(t 一 1,2). 而 
z 一 oz 一 崇 卫 素 , 由 互 妹 性 质 知 (z 一 wi)(z 一 oo)1g(x). 即 
f(z) 19(z)， 
证 法 二 由 》2 例 4 知 (z3 一 4)|(z 一 1)， (zs 一 1)1(z2 一 1)， 
(2 一 1)| (xz 一 1). 把 yg(z) 变 形 为 g(x)== (zx 一 1) 十 (2z”-!1 一 7) 十 
(x+2 一 32) 十 (1 十 z 十 zz) ,由 于 fz) | (zs 一 1) ,f(z)| (zx? 十 xz 十 1), 所 
以 f(z) 整除 9(z) 的 各 个 项 ,从 而 fGz)lg(z) 
由 证 法 一 可 以 得 到 更 一 般 的 结果 ;如果 f(z) 有 s 个 不 同 的 根 
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oa,02,… , 且 每 个 根 w 都 是 y(z) 的 根 , 那 么 f(z)1g(Cx). 用 这 一 结 
果 证 明 一 个 多 项 式 整 除 另 一 个 多 项 式 , 有 时 是 方便 的 . 

例 14 试问 在 什么 条 件 下 x 十 x? 十 1 能 整除 zx” 十 x” 十 
rt?, 这 里 m,n 和 (是 非 钠 整数. 

分 析 本题 无 论 用 带 余 除法 还 是 整除 定义 来 解 都 是 很 困难 
的 ,我 们 从 zx! 十 xz? 十 1 的 根 着 手 考 虑 . 

解 ” 因 为 x 十 十 1 二 (x 十 + 十 1)(z? 一 + 十 1), 由 上 例 知 
(zz 十 z 十 1) | (zr 十 z+1 十 z+12 ). 又 因为 x 十 + 十 1 与 ?7 一 + 十 1 瑟 . 
素 , 所 以 只 须 考虑 (x? 一 z+ 十 1)|(r” 十 zt! 十 zx7?) 的 条 件 . 

设 和 是 这 一 7 十 1 的 任 一 根 , 则 有 必 一 和 十 1 二 0， 
由 台 十 1 二 以 十 DD 一 和 4 十 1) = 二 0 可 知 公 二 一 1. 于 是 

ji 十 ja+1 十 Ma42 一 (一 1 十 (一 1 十 (一 1 

=( 一 1)" 十 (一 1)"4 十 (一 1)'(% 一 1) 
一 (一 1)" 一 (一 1)' 十 [( 一 1)* 十 (一 1)]4 

所 以 , 当 ( 一 1) 困 二 (一 二 一 (一 1] 六 时 ,是 z 十 富生 十 
的 根 .注意 到 衬 一 z 十 1 无 重 根 , 便 知 当 m ,oz 十 1 的 奇偶 性 相 
同时 ,C2 一 +z 十 1) | (zx 十 zt! 十 xz?+2) ,从 而 (x 十 式 十 1) 1 《zx 十 
rr™+t!l 十 23)， 

例 15 证明, 如果 (zz 十 z 十 1 十 zfa(2) ,那么 
(rz 一 1)| 太 (rz)，Gz 一 1)|f(z)， 

分 析 ”由 因 式 定理 , 仅 证 f1(1) = ji) 一 0. 

证 明 ”因为 (z 一 上 D(z 十 z 十 1) = 二 一 1 所 以 x? 十 z 十 1 
的 两 个 根 是 三 次 单位 根 。o 和 和 局 ,其 中 


27 .. 27 
© = cos a + sin 3 


由 (zx? 十 z 十 1)|[fi(z?) 十 zf2(z3)] 可 知 w 和 ww 也 都 是 fi1(x) 十 
zfz(z) 的 根 . 注意 到 wo = 1, 所 以 有 
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f1(1) 十 of2(1) 一 0 
(pu 十 of(1) 一 -0 

解 此 方程 组 得 f1(1) = 0,f;(1) = 0. 
由 因 式 定 理 , 得 (z 一 1) |f1(x),(z 一 1)|f,(z) 

例 16 证 明 : (zw* 一 1,x" 一 1) 二 x 一 1 的 充分 必要 条 件 是 m,n 
为 4 的 最 大 公 因 数 . - 

证 明 ”必要 性 ”因为 (7 一 1,7" 一 1) 二 zz 一 1, 所 以 zi 一 1 
是 一 1 与 x” 一 1 的 公 因 式 . 由 $2 例 4 知 dimydjir. 设 4 md ln， 
那么 对 一 1 和 一 1z 一 下 普 一 1 从 而 好 一 1 一 1:d 1d. 因 此 ， 
d 是 m,n 的 最 大 公 因 数 . : 

充分 性 ” 设 1 是 m,n 的 最 大 公 因 数 , 由 32 例 4 有 zx 一 1 
rr™— 1,7r— 1|)x"— 1. 

若 (x) |x" 一 1,h(7) |x' 一 1, 今 证 h(r)|z' 一 1. 因 为 1 是 m,n 的 
最 大 公 因 数 ,所 以 存在 整数 4,+* 使 um 十 vn ==d. 设 a 是 h(z) 的 任 一 
根 , 则 a 必 是 zx" 一 1,z' 一 1 的 公共 根 .那么 = or 一 (on 和) 
Ce)" 二 1. 因此 4h(z) 的 任 一 根 都 是 x 一 1 的 根 .又 因为 单位 根 都 是 
单 根 ,所 以 Cz) 的 根 互 不 相同 . 故 h(z) 1x 一 1. 所 以 x 一 1 是 "一 1 
与 xz" 一 1 的 最 大 公 因 式 . | 

例 17 试 求 能 使 1 十 x 十 2 十 … 十 zx" 整除 1 十 x 十 zx” 十 … 十 zx"™ 
的 所 有 整数 对 (m,n). : 

"ti—1 


解 因为 1 十 x 十 7 十 … 十 xz" 二 一 一 ,1 十 “十 4 十 … 十 


TD)n _ | 


1 二 一 一， 所 以 (1 十 十 … 十 z") |(1 十 "十 … 十 z") 的 充 要 条 


件 是 (zt oo 1 Oo 11) Oo 1) ("th — 1) (13) 
下 面 考虑 (13) 式 成 立 的 充分 必要 条 件 . 设 (13) 成 立 ,zr+ 一 ， 
Z 一 1 的 全 部 根 分 别 是 1 9 E29"** Em+1}$ 1 ,2 yO, ,它们 显然 都 是 


rz"t12 一] 的 根 . 由 于 zf 一 1 没有 重 根 , 所 以 sow 互 不 相同 . 从 而 
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IT 一 297T 一 @j(i 二 2 mM 十 1 ;j= 二 2 ,nn) 两 两 互 素 .因此 z"1' 一 1 
与 一 1 的 公 因 式 只 有 z 一 1, 即 (zt 一 1 一 1 一 z 一 1. 由 例 
16 知 , Cm 十 1,n) 二 1. 

反之 ,在 (m 十 1 一 1, 则 (和 一 1 天 一 1 一 z 一 1 所 以 ， 
+ 一 1 一 (zz 一 1)(z 一 sz) (to— et1)S7 m1= 221) (7 2) 
《一 巡 ) 的 分 解 式 中 , 除 有 公 因 式 z 一 1 外 ,z 一 sz 一 由 (一 2，…， 
m 十 1; 7 一 2,… 2) 两 两 互 素 , 量 so 都 是 z2+ 一 1 的 根 . 所 以 z 一 6 
x 一 ow 都 整除 z"+* 1. 再 由 互 素 性 质 知 , (zt 一 1)(z 一 1)| 
(zf 一 1)(z 一 1). 所 以 1 十 z 十 … 十 xz 整除 1 十 十 … 十 2 的 苑 
分 必要 条 件 是 (m 十 lz) 一 1. 

例 18 设 fGzr),g(z) 是 复 系数 多 项 式 , (f(z),g(zx)) 一 1 且 
9(f(z)) 关 3lg(z)),c 是 非 零 复数 , 证 明 : 至 少 存在 一 个 复数 a, 使 得 
fa) : | 
g (0) : z : 

证 明 ”因为 3Cf(z)) 关 9Cg(z)), 所 以 9(f(z) 一 cg(z)) 二 0. 
由 代数 基本 定理 知 ,f(z) 一 cg(z) 至 少 有 一 个 复数 根 , 即 fo) 一 
cg(a) = 0. 

Ka) 关 0, 否 则 者 g (a) 二 0， 由 f(a) cg(a) 二 0 可 得 f(a) 二 0， 
从 而 z 一 a1f (x), 即 z 一 a 是 f(z) 与 9g(z) 的 公 因 式 , 这 与 (f(z)， 


g(z)) 一 1 矛盾 . 于 是 由 f(a) 二 cg(a). 可 得 出 3D 一 证 毕 . 


习 题 
1. 证 明 ; 对 任意 非 负 整数 x, 均 有 
z 十 zf 十 1|z*+? 十 (z 十 1)241 
2 设 上 是 z 十 3z2 十 3z 十 2 一 0 的 非 整 数 根 , 是 (zz 十 z)7Cz) 十 (2 十 z 十 1) 
fg(z) 十 (2 十 3z2 十 3z 十 2)1z) 十 (z 十 1)(z 一 Mo(z) = 0, 其 中 f(z),g(z)， 
hi(z),9(z) 是 多 项 式 , 证 明 : 
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zt — jp:|f (7) 
3. 设 m,n 为 大 于 1 的 整数 ,证 明 ; 当 且 仅 当 m 与 * 互 泰 时 ,多 项 式 
f(z) 一 ze 十 mm 十 … 十 z 十 1 

与 fr) 二 1 十 十 十 z 十 1 五 来. 

4. (1) 设 f(x) ,fi(zx) 是 两 个 互 素 的 多 项 式 r:(z), ra(z) 是 任意 的 两 个 多 
”项 式 , 它 们 的 次 数 分 别 小 于 f(z) 与 f(x) 的 次 数 . 证明 :存在 一 个 多 项 式 g(z)， 
它 被 fi (z) 除 得 到 的 余 式 是 ?1(z), 它 被 f(x) 除 得 到 的 余 式 是 rz(z). 

(2) 求 g(z), 它 被 旗 十 1 除 余 式 为 7z 十 1, 它 被 世 十 x 十 1 除 余 式 为 r? 一 上 

5. 求 十 8 与 x 十 qa" 的 最 大 公 因 式 (a 天 0)， 

6. 证 明 ,(f"g ,kf: 十 pg) == 1 的 充分 必要 条 件 是 (f,g) = 1, 其 中 f,g 为 多 
项 式 ,t,s,p,i,m,h 是 目 然 数 . 

7. 在 复数 域 和 实数 域 上 ,分 解 z* 一 2 为 不 可 约 多 项 式 的 磁 积 . 

8. 设 frz) = 二 十 bx: 十 cr 十 4d 是 整 系数 多 项 式 , 证 明 : 如 果 B 十 de 是 奇 
数 , 那 么 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

9. 求 多 项 f(z) = 六 十 az 十 2 有 非 零 二 重 根 的 条 件 . 

10. (1) 问 f'(z) 的 m 重 根 是 否 一 定 为 f(x) 的 只 十 1 重 根 ? 

(2) 车 a 是 f(z) 与 f(z) 的 根 , 但 不 是 fb)(z) 的 根 , 间 a 是 否 为 f(x) 
的 t 重 根 ? 

11. 设 f(z),g(z),h(z),k(z) 都 是 多 项 式 , 且 f(x’) 十 xg(zx5) 十 zz) 一 
(xz 十 妈 十 2 十 了 十 1] 到 (z) 
证 明 :zr 一 1|f(z)， 

12, 设 f(z) = aor’ 十 az 十 … 十 是 整 系数 多 项 式 , 证 明 : 若 o 与 都 
是 再 数 ,并 且 F(1) 与 f( 一 1) 中 至 少 有 一 个 是 奇数 , 则 f(z) 没有 有 理 根 . 

13. 设 9 是 有 理 数 域 ,p 是 率 数 ,f(z) = z 一 a 是 有 理 数 域 上 的 多 项 式 , 证 
明 ;f(z) 或 者 在 8 上 不 可 约 , 或 者 在 8 中 有 一 个 根 . 

14. 设 整 系数 多 项 式 f(z) 对 某 个 整数 mm 使 得 fC(m) 和 fm 十 1) 都 是 奇数 ， 
证 明 f(z) 没有 整数 根 . 

15. 证 明 :如 果 有 理 系数 多 项 式 f(z) 有 一 个 无 理 根 4 十 5~d ,其 中 a,8， 
4 是 有 理 数 而 Md 是 无 理 数 ,那么 e 一 bd 也 是 f(z) 的 根 . 

16. 设 f(z) 为 一 复 系数 多 项 式 ,7(z) 是 f(z) 的 所 有 系数 换 成 其 共 绒 复数 
所 得 的 多 项 式 . 证 明 : 如 果 f(z) 与 f(z) 互 素 ,那么 f(z) 没有 实数 根 . 问 ; 反 之 
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如 何 ? 

17. 设 J(z) 是 一 个 整 系数 多 项 式 , 目 有 01) = 了 (2) = f(3) =f(4) 一 pp 
是 一 个 素数 . 证明 :对 任意 整数 mm" 均 有 了 了 Gx) 关 27. 

18. 证 骨 ; 不 存在 次 数 为 n 之 1 的 整 系 数 多 项 式 f(x) ,使 得 对 任意 整数 值 
m,f(m) 是 素数 ， 

19. 证 明 ; 如 果 有 常数 ce 关 0, 使 得 f(x 一 c) = flr) ,那么 f(x) 是 一 个 常数 . 

20. 已 知 f(7) 是 一 个 "次 多 项 式 ,对 于 一 0,1,… ,1 时 有 f(D) 一 二 于 一， 
试 求 f(x 十 1). 

21. 设 nG 之 1) 次 整 系数 多 项 式 f(z) 在 多 于 ”个 zx 的 整数 值 处 取 值 1 或 
一 1], 证明.f(x) 在 有 理 效 域 上 不 可 约 . 

22. 设 ay…a 证 互 异 整数 ,x 为 正 奇 数 , 证 明 : f(x) = (z 一 ai) 
(x 一 42)…(rx 一 a) 十 1 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
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第 二 介 ”行列 式 习 息 阵 运算 


3 1 zz 阶 行列 式 的 计算 


基本 概念 与 结论 


一 、 排 列 和 逆序 

1 个 自然数 1 2,3, 2 出 它们 组 成 的 一 个 有 序数 组 (azz…o) 
叫做 一 个 元 排列 .1 元 排列 总 共有 xi 个 . 

1. 闭 序 :在 一 个 排列 Cap 中 ,车 数 i 之 i, 则 称 这 
两 个 数组 成 一 个 逆序 . 

2， 逆 序数 :一 个 排列 中 , 闭 序 的 总 数 叫做 此 排列 的 首 序 数 . 记 
作 rGnai…za). 当 z 为 奇数 时 ,这 个 排列 叫做 奇 排列 ; 当 为 侦 数 时 ， 
这 个 排列 叫做 偶 排 列 . 

二 、2 阶 行列 式 的 定义 

定义 2 阶 行列 式 


D 一 


。 等 于 所 有 取 自 不 同行 ,不 同 列 的 个 元 素 的 乘积 四 az, ou 的 代 
数 和 . au ca 的 符号 为 (一 1) "2 (其 行 下 标 是 按 自然 顺序 


排列 的 ). 印 
D = ,之 (一 Dig, wa 
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这 里 之 是 对 所 有 7 元 排列 (ai2…i) 求 和 ， 


、 行 列 式 的 性 质 

. 把 行列 式 的 行 和 列 互相 调换, 行列 式 的 值 不 变 / 

2.， 如 果 行 列 式 中 某 一 行 (或 列 ) 中 各 元 素 都 有 公 因 子 *, 那 么 
rk 可 以 提 到 行列 式 符 号 之 外 . 

如 果 行 列 式 中 有 一 行 ( 或 列 ) 都 是 零 ,那么 行列 式 的 值 必 为 

3， 如 果 互 换行 列 式 的 任意 两 行 ( 或 列 ) ,那么 行列 式 反 号 . 

如 果 行 列 式 中 有 两 行 ( 或 列 ) 对 应 元 素 相同 ,那么 行列 式 等 于 

如 果 行 列 式 中 有 两 行 ( 或 列 ) 的 对 应 元 素 成 比例 ,那么 行列 式 
等 于 零 . 


4， 在 行列 式 中 ,如 果 某 列 ( 行 ) 的 各 元 素 都 是 两 项 的 和 ,如 


qj 二; 十 cy(i 二 1,2,…n) ,那么 这 个 行列 式 等 于 两 个 同 阶 行列 式 
的 和 ,这 两 个 同 阶 行列 式 的 这 一 列 ,一 个 是 by,b2;,… ,bwj， 田 一 个 是 
csC%，"… ,0w; 而 其 余 各 列 ( 行 ) 与 原来 行列 式 相 同 ， 

5， 在 行列 式 中 ,如 果 某 一 行 (或 列 ) 各 元 素 同 乘 数 对 加 到 另 一 
行 (或 列 ) 的 对 应 元 素 上 去 ,那么 行列 式 的 值 不 变 . 

6， 在 行列 式 中 , 如果 某 行 (或 列 ) 各 元 素 是 其 余 各 行 ( 或 列 ) 
分 别 乘 一 常数 后 各 对 应 元 素 之 和 ,那么 行列 式 的 值 为 零 . 

四 、 行 列 式 按照 一 行 ( 列 ) 展开 

1 余子 式 ;n 阶 行列 式 中 ,把 元 素 a; 所 在 的 第 ; 行 与 第 j 列 的 
元 素 划 去 后 剩 下 的 元 素 按 照 原来 的 次 序 排 列 而 得 到 的 ”一 1 阶 行 
列 式 , 称 为 元 素 a 的 余子 式 , 记 为 Mi. 令 4i; 二 (一 1D)'+tiMi;;, 称 4i 
为 元 玄 Qi 的 代数 余子 式 . : 

2. 行列 式 等 于 它 的 任何 一 行 ( 或 列 ) 的 所 有 元 素 分 别 与 它们 
所 对 应 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 . 即 / 
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(21 U2; ds 

— dA 十 dn A 十 十 an4s 
Qil 7 a 
dnl Ua) a 


= auyAi; 十 qshz; 十 awh, 

其 中 小 一 12，…,23;) 二 1 2, ,Nn. 

3， 行 列 式 的 任何 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 男 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 旭 
的 代数 余子 式 的 滋 积 之 和 必 为 老 . 即 

al41 十 az4i2 十 …… 十 and 一 0 天 用 
QsAtt 十 az42 十 …… 十 ad 一 0 (天 及 

五 、 行 列 式 的 拉 普 拉 斯 展开 

1. & 阶 子 式 :在 n 阶 行列 式 中 , 任 取 *(1 志 * 志 4) 行列 上 的 
元 素 , 按 原 来 的 相对 位 置 构 成 的 t 阶 行列 式 , 称 为 这 个 %% 阶 行列 式 
的 一 个 阶 子 式 , 记 为 MM. 

2. & 阶 子 式 的 代数 余子 式 ; 在 % 阶 行列 式 中 ,如 果 划 去 某 个 
阶 子 式 所 在 的 行列 , 剩 下 的 元 素 按 原来 次 序 所 构成 的 4 一 x 阶 
. 行列 式 叫做 这 个 * 阶 子 式 Mi; 的 余子 式 , 记 为 Mi. 假如 某 k 阶 子 式 所 
在 的 行 的 序数 是 ,2,… 2 所 在 列 的 序数 是 放 , 力 者 么 

(一 195+5+…+a+h+i+rctiH 一 4 

叫做 这 个 大 阶 子 式 M; 的 代数 余子 式 . 

3. 拉 普 拉 斯 展开 式 

在 zx 阶 行列 式 中 ,任意 取 定 第 iiz,*… ,ii 行 (1 二 5 二 一 1)， 
则 这 * 个 行 中 所 有 的 * 阶 子 式 Mi( 共 有 Ct 二 c 个 ) 分 别 与 它们 的 代 
数 余 子 式 4 乘积 之 和 就 是 行列 式 的 值 4. 即 


$= DMA = MiAi 十 Mad 十 … 十 M.A 
1 = |] 


六 、 乘 法 规则 
设 4 与 8 都 是 有 阶 方 阵 , 则 141 .18| = 148| 


应 用 举例 


行列 式 的 计算 ,是 高 等 代数 课程 中 的 重要 内 容 之 一 . 有 许多 
题目 叉 难 又 繁 .如何 选择 运 当 的 方法 来 解决 问题 是 很 重要 的 .下面 
分 类 举例 并 介绍 方法 . 
、 三 角形 法 
此 法 是 将 原 行列 式 化 成 上 (下 ) 三 角形 行列 式 ,再 求 值 . 
例 1 计算 4 阶 行列 式 


i 1 
1 1 

D, = 
-1 1 
1 -1 


pk jl 
I 
| 


解 ”考察 这 个 数字 元 素 行 列 式 ,各 元 素 不 是 1 就 是 一 1， 如果 
利用 行列 式 的 定义 来 计算 是 很 麻烦 的 .但 是 ,我 们 利用 行列 式 的 性 
质 5, 可 把 它 简 化 为 上 三 角 行 列 式 . 把 Db 的 第 1 行 乘 以 一 1 分 别 加 
到 第 2 行 ,第 3 行 ,第 4 行 上 ,得 


1 1 1 1 
0-2 0 0 
一 一 -一 二 
Di=|0 0 0|=1X(— -2x 2 Xx.(—2) 
0 0 0 -2 
rt -a ~a 人 9 
a 2 -a 4 -A 
a a 2 a 
六 一 | .ss 
a a a 7 a 
a a da a ? 


解 ”此 行列 式 主 对 角 线 下 方 全 是 a, 而 最 后 一 列 全 是 一 a, 我 
. 们 利用 性 质 5, 将 最 后 一 列 分 别 如 到 前 面 的 各 列 上 ,得 


-0 其 
-a 
D, = ，. = (— a) (x — a)’"”! 

wx- 

UO 一 好 

例 3 计算 zz 过 2) 阶 行列 式 

] 3 3 3 3 
3 2 3 3 3| 

p= 3 3 3 3 3 
3 3 3 4 3 


叶 二 溃 昌 上 和 和 人 


3 3 3 3 oe Nl 
解 ”根据 [的 特点 , 主 对 角 线 下 面 都 是 3. 当 ”= 2 时 ， 


] 3 : 
p= ,一 2 一 9 一 一 7. 当 + 之 3 时 ,将 有 的 第 三 行 条 以 一 1 
后 加 到 其 余 各 行 ,得 | 
2? 0 0 0 0 0 
0 -1 0 0 0 0 
| 3 3 外 3 ,| 
D, = | 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 2 0 
0 0 0 0 0 凡 - 名 


再 将 第 三 列 磁 以 一 1 后 加 到 其 余 各 列 ,得 
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污 虑 这 过 区 人 好 融 


-2 000 0 ， 0 
0 -100 0 ， 0 
0 030 0 ， 0 
六 一 |000 1 0 : 0 
0 0 0 0 2 : 0 
0 0 0 0 0 … Rn-3 
= (—2)(—1).3. (3)! = 6(n— 3)! 
二 、 递 推 法 


此 法 的 要 点 是 :利用 已 给 行列 式 D, 的 特点 ,建立 起 同类 型 的 x 
阶 行列 式 和 rn 一 1 阶 ( 或 更 低 阶 ) 行列 式 之 间 的 关系 式 . 这 个 关系 
式 叫 递 推 关系 式 . 再 根据 递 推 关系 式 , 求 出 D, 的 一 般 表 示 式 . 
例 4 计算 行列 式 


1 9 | X1 Ti? Tl ! 

1 zy? 5 rr 2 
D, 一 | sss sss rss. 

1] 2! Y3_1 T 一 | 由 一 | 

1 x, X2 ee rr 


你 此 行列 式 为 东 6 德 蒙 行列 式 ( > 2). 
解 从 D, 的 最 后 一 列 开 始 ,依次 将 前 一 列 的 一 z, 倍加 到 后 


1 zr-x, ZIRT) oo (TT) 对 人 2- 


] zi TXT) oe IEE) TfL) 
] 0 0 …- 0 0 
= (— 1)ti(zy — 1) (2 一 和 站) (7 1 OO— £1)D,-) 
= (rs — TI) (Fs — La) (Fs — Ti) D,) 
这 就 是 要 找 的 递 推 关 系 式 . 按 这 个 规律 可 得 如 下 的 一 系列 等 式 
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D, 一 (2 一 71) (2, T2) (IT 2 2 ) (Ts 2 1) Di 
D,.-_! 一 


(Xl 四 T1) (Zai YY2 (Th!] zs 2) 已 ， 
Ds = (x; 一 71) (rs 一 12)D, 
D; = (zs — 71) 

浆 次 问 上 代入 各 等 式 , 即 有 
D, = (x 一 TI) To) (2 一 Th 2)(Cz 一 了 1) 


X (zl 一 TI ~ 2 ) Ti] 一 Ta 2) 


X (zs 一 T1) (xs 一 IT2) 


X (xX» 一 2) 
= || (zx;— 2,) 
1 j< in 
例 5 .计算 x 阶 行列 式 
o+p ap 0 '。 0 0 
1 Ga 十 6 ap 0 0 
0 l 十 …， 0 0 
，- “+ 
0 0 0 a+p ap 
0 0 0 “+ i a+p 


解 我 们 仍 用 递 推 关系 来 解 此 题 . 把 行列 式 先 按 第 1 行 展 
开 得 两 个 行列 式 , 第 二 个 行列 式 再 按 第 1 列 展开 ,得 


a+p ap … 0 0 


0 0 .atp op 
a pp (x 一 1 阶 》 
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一 CBN 
0 0 … ao+p ap 
0 0 … 1 a+pG 一 2 阶 ) 


等 号 右边 的 两 个 行列 式 比 愿 行列 式 降 了 一 阶 和 二 阶 .但 形式 和 原 
行列 式 完 全 一 样 . 分 别 用 户 -; 和 D.-; 表示 ,有 

= (ag AD, 一 cpD_ ， (1) 
这 就 是 要 找 的 递 扒 关系 式 . 当 ?> 盖 3 时 ,考虑 如 何 从 (1) 式 找 出 也 
与 Di,D; 的 关系 . 为 此 ,把 (1) 式 改 写 为 


DD, — aD #4—1 一 一 f(D,. -1 一 aD, _») (2) 
我 们 按照 递 推 的 方法 去 做 ,就 可 以 得 到 
D, 一 oaD,._!1 = pl(D,.; — aD,._;) = pF:(D,_» — aD,3) 
一 … = pF (DD, — aD) 
十 

而 行列 式 记 一 < 十 F， 记 = | = (a 十 f)* 一 ap, 于 是 

a 

D; — aD 一 厅 1 
代入 上 式 .得 站 一 aD,_ !=r (3) 


由 (1) 式 又 可 得 D,— Di 一 (4) 
(4) 式 乘 以 e 减 (3) 式 乘 以 8, 得 
(a— PD= ot!— pt 


当 a 关 8 时 ， 0, 一 一 二 和 

当 w 一 5 时 ,(3) 式 化 为 D, = aD,_1 十 .连续 运用 这 个 递 推 
公式 ,得 D = oD mm De = (nt 1)o z 

注意 ”我 们 如 果 按 D, 的 第 一 列 展开 后 再 用 递 推 公式 ,也 可 以 
得 到 同样 的 结果 . 

利用 递 推 关系 式 解 法 的 步 又 是 :由 原 行 列 式 D, 出 发 ,找到 高 
阶 行列 式 和 一 个 或 几 个 同形 式 的 较 低 阶 的 行列 式 之 间 的 关系 式 
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( 它 就 是 递 推 关系 式 ) 后 ,由 这 个 关系 式 逐 次 推出 D, 与 可 明显 求 值 
的 低 阶 行列 式 D 和 Ds 等 的 关系 ,再 归纳 算出 Db, 的 结果 . 

三 、 升 阶 法 

为 了 计算 行列 式 , 有 时 需要 将 它 的 阶 数 放 大 ,使 升 阶 后 的 行 
列 式 易于 计算 ,从 而 求 出 原 行列 式 . 这 种 方法 叫 升 阶 法 ,也 叫 加 边 


例 6 计算 rn 阶 行列 式 
0 1 十 (dd» dl 十 a 
d2 ai 0 d» 十 如 
D . 
qt+a al 十 as 0 
dd2""* 0, 天 0. 


解 ”将 D 加 一 行 一 列 , 使 其 值 不 变 , 得 


] | dd? be ad, 
0 0 aa * qa++a, 
D= |0 az 十 ai 0 “十 a 


过 看 沉 油 和 直下 


0 atar ota 0 (xn 十 1 阶 ) 
将 第 一 行 磁 以 一 再 分 别 加 到 第 2,3,°" ,nn 二 1 行 ,得 


] di Qs a 

1 -0 1 | | 
D= |-l ds ~ 性? Un 

1 Js a 一 也 


将 这 个 4 十 1 阶 行列 式 再 加 边 成 4 十 2 阶 行列 式 , 使 其 值 不 变 , 得 
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ol -1] -ai a dl 
DD 一 
ds» -|] dd» -0 dd 


| 。 -1] aa … -人 (十 2 阶 ) 
再 将 第 一 列 乘 以 一 1 再 分 别 加 到 第 3,4,…,n 十 2 列 ,得 


1 0 -i =- -1 

0 ] | do *"* 个 

dl -] -2 0 0 
站 一 

a, -1 0 -2az 0 


天 站 过 三 二 者 在 共 者 


Ge -1 0 0 … -2a, 
分 别 将 第 3,4,……a 十 2 列 乘 以 了 都 加 到 第 1 列 , 再 将 第 3,4，…， 


十 2 列 分 别 乘 以 一 二， 一 元 … 一 寺 都 加 到 第 2 列 ,得 
1- 可 > -1 -1 ' -1 
j= De 1- 本 aq 4 a, 
0 0 -20 0 0 
~ .ss .vs: .oe , ee 
和 二 如 


(— 2)"aia2"" a, 


Dj 


= 2) 62 一 由 2 一 Da > 一 


~1 7=1 
a 
= (— 2)" ?0 (2 一 四 一 2) 一 ] 
i,j=] “) 
例 7 计算 4 阶 行列 式 
] | 2 2 Zl 
l 2 7$ ry ry 
D, 一 | i 0. 
1 | 2 1 迪 一 1 Za 一 1 
1] x x2 Te 
解 将 D, 升 阶 为 下 面 的 十 1 阶 行列 式 
] Tt] 21 Tr“ zi Z1 
] x» 15 2 rl 7 
A,+i 一 
Tani Trl Tt rl Zl 
] 2z, x2 To ml 
1 让 六 2 ssn Ta 一 r*—l Te 


即 我 们 在 原 行列 式 中 播 入 一 行 与 一 列 , 使 4.+1 是 关于 21 ,7x2 ，*… ,x ， 
zx 的 "十 1 阶 范 德 蒙 行列 式 ,此 处 上 是 变数 . 由 此 可 知 ,D, 是 4+1 的 
元 素 z 一 的 余子 式 , 利 用 例 4 中 范 德 蒙 行列 式 的 计算 结果 得 到 
Mt = (TO TF Oo Ta) (FT 一 TI)CZ 一 人 0) z 
X (xs 一 ZI1)(z。 一 ta) (Tr, 一 Tel) 
X 《zs ~— TZ1)(T3 一 2) X (z2 一 2) 
一 (z 一 z)(z 一 zz 一 zz 一 2) TE Coz)) 


1 ji 
故 4+1 是 一 个 关于 z 的 次 多 项 式 , 它 可 写成 
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4 一 | Giz) (十 (一 1 (zi 十 zz 十 十 z,)z 十 


1 < jin 
万 一 方面 ,将 4.41 按 它 的 第 4 十 1 行 展开 , 即 得 
+] -一 I (7, 一 2 ) ea 人 十 《 一 ] 7 站 2 二 


li 
比较 4.+1 中 关于 xz"! 的 系数 , 即 得 
D 一 (十 zz 十 十 zh) | (Gx 一 2) 


1 


上 例 的 升 阶 想法 比较 自然 (因为 要 化 成 有 已 知 结论 的 范 德 蒙 
行列 式 ) ,但 是 ,插入 的 最 后 一 行 (z 的 短 ) 却 不 是 马上 可 以 想到 的 . 
一 般 说 来 , 升 阶 法 是 比较 难 掌握 的 ,因此 ,只 有 在 用 其 他 方法 不 易 
解决 ,或 者 明显 地 可 用 升 阶 法 解决 的 时 候 才 考虑 用 此 法 . 

四 、 数 学 归纳 法 

这 个 方法 的 第 一 步 是 观察 要 计算 的 行列 式 的 值 的 一 般 形状 ， 
第 二 步 是 用 归纳 法 证 明 它 的 正确 性 . 

例 8 计算 4 阶 行列 式 


1l+a 1 1 i 1 1 
1 ta 1 11| 
D=| 1 1 ta 1 1 |,|[ax0 
i=: 1 
1 1 ] 1 1l+a 
当 一 2 时 ， 
1] 十 di 1 
D, = 
1 ] 十 G， 


一 (人 1 十 oa)(L1 十 ao) 一 1 一 1 十 o 十 as 十 aa 一 1] 
2 
一 十 四 十 mm 一 aa 人 十 一 十 二 ) = aoz(1 十 1 二) 
好 1 (> ,二 1 a; 
当 二 一 3 时 、. 
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1+a: 1 ] 
] t{ 十 as， ] 


] ] ] 十 gs 
一 (1 十 o)(1 十 az)(C1 十 mo) 十 1 十 1 一 1 一 az 一 1 一 @ 一 上 一 0 
一 (1 十 ao 十 os 十 aa) 十 as) 一 一 4 一 在 一 ] 

1 十 @ 十 ao: 十 aiaz 十 as 十 alias 十 azas 十 oazas 一 0 一 0 一 一] 


| 


一 qiqz 十 qa3 十 qza3 十 qiq2z43 一 GQ142za3(1 十 >》 一 ) 
根据 以 上 的 观察 分 析 ,对 于 正 整 数 "我 们 估计 
D, 一 dilq2 a. (1 十 > 一 ) 


应 该 成 立 . 

第 二 步 ,利用 数学 归纳 法 证 明 . 

当 w 二 2 时 ,由 上 面 的 直接 计算 可 知 ,结论 成 立 . 假定 对 这 样 
的 4 一 1 阶 行 列 式 结论 成 立 , 进 而 证 明 对 阶 数 为 时 结论 也 成 立 ， 

按 D, 的 最 后 一 列 ,把 5D. 拆 成 两 个 行列 式 相 加 (利用 了 上 面 的 
性 质 (4)), 得 


1 十 ol 1 t 1 十 ao 1 1 
] 1 十 a， l i ] 1 十 ax 1 
Dp 一 | ooooovosooeeeeesoosoeeososv 十 | oo 
1 ] 1 十 co- 1 1 ] 1 十 ao 0 
1 1 1 1 1 1 1 a 


把 上 式 中 的 第 一 个 行列 式 最 后 一 列 的 一 1 倍加 到 前 面 各 列 , 得 到 
一 个 对 角形 行列 式 其 值 为 oaz…a ij 而 第 二 个 行列 式 按 最 后 一 列 
展开 得 qa.D,—i. 于 是 


D, = gid 1 十 GD 


但 是 ,由 归纳 假定 可 知 ， 
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一 ] 
山 _1 一 da (] 十 2 一 
一] 
从 而 有 


ns— 1] 
| 
D, = oem 十 wo ago 十 > 一) 
i=1 


一 qaz***a ia:(1 十 » ~) 


根据 数学 归纳 法 原理 ,结论 成 立 . 
例 9 ”计算 行列 式 


a 0 0 0 0 5&b 
0 a 0 0 5 0 
0 0 a bp 0 0 
D= | eroereersetrsrerars. (2n 阶 ) 
0 0 5 a 0 0 
0 2 0 0 a 0 


Cm 
一 
伟力 
(< 
Co 
全 


a b 


解 当 n 二 1 时 ,有 D; = 
当 n = 一 2 时 ,对 第 二 .三 行 作 拉 普 拉 斯 展开 ,得 


~ a:— b= (gab) (a mb). 


0 0 5b 
a bb 0 
b a 0 
0 0 a 


= (0)(— De 
b a 


cm 


= (a’ 一 好)(a? 一 六) 
= (a 二 6b) (a — 6b) 
假设 当 z = 二 时 ,有 Da = (4 十 Da 一 8)', 那 么 
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a b a b 
bp p 
Dztr!1) = po 二 (a 十 3) po 
b a b a 
b a b a 
| l 
a b 
ab 
一 (a 十 5) pa 
bp a 
0 a—b 
a b 
a 6 
— (a+ 5)(a— 56) a 
a 
bp a 
b a | (2k BY) 


一 (a 十 b)(a— Bb) h) "(ab) 
= (a 十 br!'(a Oe OD 
因此 ,由 数学 归纳 法 原理 知 ,对 一 切 自然 数 都 有 
Ds, = (a t+ ba — b= (a — b)", 
例 10 ”证 明 : 当 a 关 tx 时 ， 


2cosa 1 0 “0 0 
l 2cosaw 1 0 
Dp, = 0 1 2cosw … 0 0 | 一 sin ta 十 122. 
sina 
0 0 0 1 2cosa 
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证 明 对 = 用 数学 归纳 法 . 


假设 对 于 小 于 4 的 一 切 自 然 数 ,上 式 仍 然 成 立 . 那么 对 于 ” 按 


2Zcosa 1 0 0 0 
1 2cosa | 0 0 
DD. 一 2coOSOD, 1 一 一 
0 0 0 1 2cosoe| (nn 一 2 队 ) 
一 2cosaD,_! — D,-» = 2COSa sinna 加 sin tm 一 Da 
SnCw sinea 


利用 积 化 和 差 公 式 
Dp = Sn(ni+1l)atsin(n—1)a—sin(x—l)a sin(nx1)a 
”| sina sinag 


因此 ,根据 数学 归纳 法 原理 ,对 于 一 切 自然 数 ”绪论 成 立 . 


五 、 辅 助 行列 式 法 
例 11 设 为 一 正 整 数 ,ey,az…y aq 是 4 个 实数 ,f(x) ,f(z)， 


… ,f(z) 是 2 个 次 数 不 大 于 2 一 2 的 实 系数 多 项 式 . 求 证 : 


fi(a1) fi(a2) 9 fi(a;) 
f(a1) f2(a2) 机 下 (an ) _ 0 


二 和 二 二 和 


fla) f(az) f(a,) 
证 明 如 果 a1 sas，*…* a, 中 有 两 个 数 相 等 ,结论 显然 成 立 . 下 


面 仅 证 它们 互 不 相等 的 情形 . 作 辅 助 行列 式 


filz) filas) fila,) 
F(x) = f(x) 了 (az ) f2 (a,) 
fa. ) 


f(x) flaz) 
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由 假设 可 知 ,P(z) 是 一 个 次 数 不 大 于 ”一 2 的 多 项 式 , 但 F(a;) = 
(as) = … 二 F(a,) 二 0, 它 有 n 一 1 个 不 同 的 根 , 所 以 F(x》 = 0. 从 
而 特别 有 F(al) 二 0. 这 就 是 

fila) filas) … fi(a,) 

fela) f(as) 1 fa.) 加 


F(al) = 
了 (an ) 了 (az ) “on f(a.) 
六 、 一 题 多 解 
例 12 计算 n 阶 行列 式 
a 6b b 
b a b 
),. = 
六 b 中 是 a 


解法 一 将 各 列 每 个 元 京都 写成 两 项 之 和 ,其 中 第 一 项 为 5， 
除 主 对 角 线 上 元 素 的 第 二 项 为 e 一 5 外 ,其 余 各 元 素 第 二 项 均 为 0, 即 


b+(a—b) b+0 b+0 … b+0 

b+0 b+(a-b) b+0 oo。 b+0 

DD, 一 b+ 人 0 b+ 人 0 b+(a-b) .»- 十 0 
b+0 b+0 b+0 :b+(a-b) 


根 据 行列 式 的 性 质 , 这 个 行列 式 可 分 成 2 个 行列 式 之 和 . 者 其 中 
某 个 行列 式 有 两 个 或 两 个 以 上 的 列 选 自 这 个 行列 式 各 列 的 第 一 
项 , 则 该 行列 式 至 少 有 两 列 相同 ,其 值 为 零 . 因此 ,在 这 2' 个 行列 
式 中 ,除去 值 为 零 的 外 , 仅 剩 下 x 十 1 个 .这 # 十 1 个 行列 式 为 ;各 列 
全 选 这 个 行列 式 各 列 的 第 二 项 或 仅 有 一 列 选 第 一 项 ,其 他 各 列 都 
选 第 二 项 ,因此 这 个 行列 式 
D, = (a — 6b) 二 + nb(a 一 六 一 
= (a— 6)" Ca (nC— 1)5) 
58 z 


“解法 二 将 原 行列 式 第 2,3,……,a 行 都 加 到 第 一 行 上 , 并 提 
出 公 因 数 e 十 (一 1)5, 得 到 
|1 1 1 1 
b a bb ‘+ &b 
Do=(a+ mm— 1060|lb b&b a .:.. &b 


吾 达 党 日 举 呈 当 间 妆 妆 雪 者 兴 雪 玫 需 学 率 


b b DB a 
第 2 ,3， *“*°* on 列 分 别 减 第 一 列 , 得 到 
1} 0 0 0 
b a-b 0 0 
已. 一 [a 二 1) 0 ao 0 0 
b 0 0 a-b 


= (a 二 (nC— 1)b) (a — 6b)" 1. 
解法 三 ( 升 阶 法 ) ”将 D. 添加 一 行 及 一 列 , 构 成 4 十 1 阶 行列 


式 , 使 其 值 不 变 . 
1] b&b &b b 
a bb 
0 b b 
b a b b 
站 = 一 |0 a b 
2 ee 
0 六 bp a 
各 行 都 减 去 第 一 行 ,得 
1 b b b 
-] a-b 0 
D= |-l 0 ab 0 
-1 0 0 a-b 
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当 q 二 5b 时 ,显然 Db, 二 0. 当 a 关 5b 时 ,第 2 ,3,…,n 列 分 别 冬 以 
加 到 第 1 列 , 得 D. 一 (1 十 一 


一 [aq 十 (nn 一 1)5](a 一 5)"-1, 无 论 哪 种 情况 ,都 有 D, 二 [a 十 (x 一 1)5) 
(qa — 60)" i. 
解法 四 ( 递 推 法 ) ”将 第 列 元 素 写成 两 项 的 各 ,得 


a b bb .££ 5b b+0 


l 


a—b 


) (qa— 8)* = (a—b 十 芭 ) (a—b)"™ 


bp a b b b+0 
D, 一 | ,oo 
bp bp b 1. qa p+0 
1b b b (a-b)+b 
a bb 2b bo 6 a b&b 4 pb 0 
b a pb bp b b a 5&b bp 0 
= | 二 


a b bp b&b pb 

b bb bb ' bb bb bb + bb a-b 

第 一 个 行列 式 中 各 行 减 去 最 后 一 行 , 第 二 个 行列 式 按 最 后 一 列 展 
开 , 得 


D, = | ats. 十 (a 一 5)D,..; 
0 0 0 ... ab 0 
bp bb bw bb 4b : 
所 以 ,D, 二 5a 一 9)”! 十 (a 一 DL1. 因而 建立 了 递 推 公式 
Di=a, Do=b(Ca—b)" -i+ amb)D: (n=2,3,..) 
因此 有 六 = ba 一 0)"! 十 (a — b)D, 
(a — 5)D,_ 1 = ba mb)" + (a — 8):D,., 
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(a — $b) DD, 一 DG 一 区 十 (Ca 一 及 | 
(2 一 1)p00 一 D 十 (Ca 一 D la 

(一 DC 一 1)0 十 oa 
解法 五 (数学 归纳 法 ) 


故 D, 


| 


1 b 
当 R 二 2 了 时， p= | 一 入 一 天 一 (一 Da + »). 
a 
a # 
当 n 二 3 时， 二 1b a b= (a Db)’(a + 28). 
b bb a 


用 数学 归纳 法 证 明 D, = (a 一 iCa 十 (x 一 1)5). 
设 D= (4 一 ia 十 (1 一 1) ， 则 


pb bb a bb ». b p+0 
ba b *.. bb b a bb … b b+ 人 0 


万 一 | ee 
bp bb b b bb ‘a b+ 0 
bbb a bp bb wb (a-b)+b 
a bb b hb a b&b b 0 
bab pb bab b 0 

— | 二 | tee】 ire 
b bb '* ab b & bo + a 0 
b bb .2 5b5 5b bb b&b a-b 


bla— bb 二 (a — b)D,. 

由 归纳 假设 D== (a 一 0):1Ca 十 (Kk 一 1)8) ,得 Deyi 二 5Ca 一 56)' 十 
(a—b) (a—b0)*1iCa 十 (kf 一 1)5) 二 (a 一 6):[Ca 十 k6]， 即 命 题 对 * 十 1 
成 立 .因此 ,对 任意 自然 数 4, 都 有 D, 二 (a 一 8)"!1(a 十 (x 一 1)5). 

本 例 的 五 种 解法 说 明 , 在 计算 行列 式 时 ,要 仔细 分 析 , 灵 活 运 
用 ,不 要 死 套 公式 ,这 样 就 能 较 准 确 地 求 出 答案 来 . 
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3 2 ”矩阵 的 运 


基本 概念 与 结论 
一 、 甜 阵 的 定义 
由 mm XX #2 个 数 排 成 mr 行 x 列 的 表格 


称 为 一 个 m Xx 1 的 和 矩阵. 简 记 为 4 = 二 (ai).x，n X 的 矩阵 ,也 称 
为 级 方 阵 ( 或 4 阶 方 阵 ). 两 个 矩阵 4 = (oo)x 有 一 (bi)sn, 帮 它 
们 有 相同 的 行 数 ,相同 的 列 数 ,并 且 各 对 应 的 元 素 也 相同 , 则 称 为 
相等 . / 

二 、 线 性 运算 

1L. 矩阵 的 加 法 : 设 4= (qij)nx,， B 二 (4)nx: 则 定义 

4 十 B=C= (c)nx, 

其 中 eco 十 六 GG= 1,2,m; j= 1,2,.,n) 

两 个 矩阵 4,8 对 应 元 素 相 加 所 得 的 矩阵 C 称 为 原 两 息 阵 之 
和 和 . 
注意 ”两 个 矩阵 具有 相同 的 行 数 ,相同 的 列 数 才能 相 加 . 

2.， 数 乘 答 阵 : 设 t 是 一 个 数 ,4 是 一 个 m Xn 知 阵 , 则 * 与 4 的 
彝 积 定义 为 


dl (12 fi ka kal ka 

dy dd?2 (2 tas ka, ta» 
kA Ak= 上 -一 

他 mm (Cm? tm ham) ka 2 ka 
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= (kaq,) nv, 
算 阵 的 线性 运算 指 的 就 是 矩阵 的 加 法 与 数 习 , 它 具 有 下 列 运 
算 规律 . 
(1) 交换 律 :4 十 站 一 有 十 4 
(2) 结合 律 ,(4 十 B) 十 C 二 4 十 (BC) 
(3) 数 与 矩阵 加 法 的 分 配 律 :x(4 十 B) = k4 十 8 
(x 十 DA 二 4 十 i4 
(4) 数量 与 扎 阵 相 乘 的 结合 律 :4) = (KL)4 
以 上 4,8B,C 都 是 m X2 矩阵 ,是 数量 . 
当 4 为 * 阶 方 阵 时 ,4 的 行列 式 记 为 141, 和 日 184| 一 尼 141. 
三 、 和 矩阵 的 乘法 
i. 设 4 是 一 个 m Xs 和 窍 阵 ,5 是 一 个 s xX " 宅 阵 ,定义 乘积 48 
是 一 个 mw 义 n 守 阵 C, 记 C= 二 4B = (ci)nx,, 它 的 第 i 行 第 j 列 交叉 
点 的 元 素 c; 是 4 的 第 i 行 的 s 个 元 素 与 5 的 第 j 列 的 s 个 对 应 元 素 
的 磁 积 之 和 , 即 
ci 一 Va, = qnbi 十 aizboj Tt abs; 


n=1 
(1 一 1, 21 一] 2 1 ) 


(1) 结合 (AB)C = A(BC) 
(2) 分 配 律 4(B 十 C) 一 48 十 4C 
(A 十 BC 二 AC 十 BC 
(3) 数 与 乘积 的 统合 
(kA)B = A(kB) = k(AB) 

上 面 的 4,8,C 都 是 矩阵 兴 是 数量 . 

值得 注意 的 是 : 窍 阵 乘法 不 满足 交换 律 , 即 

AB BA 
如 果 4B8 = 84, 和 矩阵 8 就 称 为 写 4 可 交换， 
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mi 介 - 
3， 和 矩阵 的 宕 ;对 于 方 阵 4,4" = 44…4 称 为 4 的 震 . 
四 、 转 置 矩阵 与 特殊 矩阵 
1， 将 矩阵 4= (a,),x, 的 行 与 列 互 换 ,而 得 到 的 矩阵 称 为 4 的 
转 置 矩 阵 , 记 为 4 , 即 


CI1 好 21 drm] 
dl2 U22 (mn? 
A' 一 
di Uon tm 
(014 ) 一 4 (2) (kA)' 一 大 4 


(3)(4 十 B) 二 4 十 Br (4)(4B)' = B'A' 

2， 零 矩阵 :每 个 元 素 都 为 零 的 矩阵 称 为 零 和 矩阵 , 记 为 0. 

3， 单 位 矩阵 ; 主 对 角 线 元 素 都 是 1 ,而 其 他 元 素 全 是 零 的 ” 阶 
方 阵 , 称 为 上 阶 单位 矩阵 , 记 为 已 或 已 

4. 数量 矩阵 :如 下 形式 的 害 阵 称 为 数量 矩阵 : 


k 0 … 0 

0 大 0 
kE = 

0 0 k 


其 中 是 数 . z 

5.。 对称 和 矩阵 ;满足 4 = 4 的 矩阵 4 称 为 对 称 矩 阵 . 

6， 反 对 称 和 矩阵 ;满足 4 = 一 4 的 矩阵 4 称 为 反对 称 和 矩阵 . 

7， 正 交 和 矩阵 : 

(1) 满足 44 = 4 4 = 的 n 阶 实 和 矩阵 4 称 为 正 交 矩 阵 . 

(2)n 阶 实 矩 阵 4 = (a) 是 正 交 甜 阵 的 充分 必要 和 角 件 是 
oa 一 站 
el 0 ， 天 小 

b4 


8. 1 了 方 阵 Bi,; 
(1)E,; 是 第 : 行 第 J) 列 交叉 元 素 为 1, 其 他 元 素 为 专 的 2 阶 方 


阵 , 即 
0 
_ 0 2 
oe 0 .. 0 1 0 ... : 1 了 
0 
7 列 
(2) 任 一 2 阶 方 阵 4 王 (ao) 可 以 唯一 地 表 成 : 
dl 42 °° Ol | 
(21 td29 G2 
A= 一 a azB Tt auB + 
eeeeeeessseeeass 
0, 1 (no gq) 


十 Qa En 十 “"" 十 Qnn Brn 
9， 短 阵 多 项 式 指 的 是 
了 (4 ) 一 aoA” 十 ar1A” 十 十 Ca 一 1/ 十 dab 


其 中 4 是 与 同 阶 的 方 阵 . 
五 、 逆 矩阵 
1. 设 4,8 都 是 阶 方 阵 , 如 果 它 们 满足 等 式 
AB= BA=E 


那么 称 4 是 可 道 矩 阵 ,并 称 引 是 4 的 道 抢 阵 . 4 的 逆 矩 阵 由 4 了 唯一 
决定 . 由 可 逆 惩 阵 4 唯一 决定 的 道 矩 阵 用 471! 表示 . / 
2， 正 交 和 矩阵 4 是 可 道 的 , 且 47! = 4'. 
3. nn 阶 方 阵 4 可 道 的 充分 必要 条 件 是 它 可 以 通过 初等 行 变换 
化 为 单位 矩阵 . 
4”n 阶 方 阵 4 有 道 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 行列 式 |4| 关 0. 
5. 设 4 和 5 都 是 阶 矩 阵 , 若 4B = , 则 4,8B 互 为 逆 窍 阵 ， 
6. 伴随 和 掩 阵 ; 将 4 阶 行列 式 14| 的 到 个 代数 余子 云 排 成 下 列 
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4 除息 阵 . 


A Az … As 
则 4” 称 为 矩阵 4 的 伴随 矩阵. 


7. 求 逆 官 阵 的 公式 : 设 4 为 n 阶 方 阵 ,14| 关 0,4" 为 4 的 伴 
随 矩 阵 , 则 


8. 逆 矩 阵 的 性 质 ; 设 4,8 都 是 同 阶 可 道 窍 阵 , 则 
(1)(4-1)-!= 4. 
(2)48 也 可 道 , 日 (4B)-! = B14-1. 
(3) 大 上 了 关 0 为 常数 , 则 (k4)7 一 一 "47 
(4)4' 也 可 道 , 且 (4 )-! 一 (0497 . 
(5)14-!| = 14| 一 !， 
、 初 等 变换 与 初等 得 阵 
初等 变换 有 三 种 , 即 倍 法 变换 , 换 法 变换 和 消 法 变换 . 这 三 种 
变换 各 自 所 对 应 的 矩阵 分 别称 为 倍 法 矩阵 , 换 法 矩阵 和 消 法 和 矩 阵 . 
它们 统称 为 初等 矩阵 . 
1。 初等 矩阵 的 定义 : 
(1) 倍 法 矩阵 :用 一 个 非 零 数 k 飞 单位 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 而 得 
到 的 十 阵 , 称 为 倍 法 矩阵 . 例如 ,t 习 5 的 第 i 行 得 到 的 倍 法 佐 阵 为 = 
1 
PGCE)) 一 ke eoosnss ; 行 


(2) 换 法 矩阵 :交换 单位 矩阵 的 两 行 ( 列 ) 而 得 到 的 矩阵 称 为 
换 法 矩阵 . 例如 ,交换 的 第 i 行 和 第 j 行 得 到 的 换 法 窍 阵 为 


| 
“3) 消 法 矩阵 :用 一 个 数 * 乘 单位 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 加 到 另外 
一 行 ( 列 ) 上 而 得 到 的 矩阵 , 称 为 消 法 矩阵 . 例如 ,x+ 乘 B 的 第 i 行 坟 
到 第 j 行 得 到 的 消 法 矩阵 为 
l 


1 “1 行 
kl |…j 行 
1 
2， 初 等 矩阵 的 性 质 : 
(1) 初等 矩阵 的 转 置 仍 为 初等 定 阵 ; 


(2) 初等 窍 阵 都 是 可 逆 逢 阵 ,并 且 其 逆 佐 阵 仍 为 初等 趾 阵 . 
(3) 车 矩阵 4 可 北 , 则 4 可 以 表示 成 一 系列 初等 矩阵 的 乘积 ， 
即 A= PP,*…P, 
其 中 Pi,Pz，,*…,P， 者 为 初等 惩 陈 . 
3， 用 初等 变换 求 逆 征 阵 的 方法 : 
(1) 对 矩阵 4 施行 初等 变换 ,相当 于 将 甜 隆 4 习 ( 左 习 或 右 习 ) 
以 相应 的 初等 怎 阵 ; 
若 对 和 矩阵 4 的 第 ; 行 乘 以 非 零 的 常数 刀 相 当 于 在 定 阵 4 的 元 
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边 乘 上 倍 法 矩阵 P(G (7 ); 
若 将 矩阵 4 的 第 ; 行 与 第 ij 行 对 换 ,相当 于 在 御 阵 4 的 左边 乘 
上 换 法 和 矩阵 P(i, 7)); 
车 将 害 阵 4 的 第 i 行 的 + 倍加 到 第 j 行 上 ,相当 于 在 矩阵 4 的 
左边 乘 上 消 法 矩阵 PC(I,i(*)) 
同样 ,大 对 惩 阵 4 施行 列 变 换 , 相 当 于 在 乞 阵 4 的 右边 乘 上 相 
应 的 初等 矩阵 . : 
(2) 奉 害 阵 4 是 a 阶 可 逆 答 阵 , 则 可 通过 一 系列 的 初等 行 变换 
将 4 化 为 单位 矩阵 中 
奋 有 初等 矩阵 Pi ,Pz,…，,P。i,P, 使 
PP。，.…P,PI4 一 已 
则 A-! = PP,_1°*° P,P 
” 即 4 是 一 系列 初等 更 阵 的 乘积 . 具体 做 法 是 把 下 列 * x 2 矩阵 ， 
进行 行 的 初等 变换 
(A,E) 一 ->( 有 ,4-1) 
当 4 化 为 单位 定 阵 下 时 ,下 必 化 为 4 的 道 惩 阵 A. 
同样 ,只 进行 列 的 初等 变换 ,得 到 


4 jy 
a 

注意 可 逆 抢 阵 , 又 称 为 非 退 化 矩阵 或 满 猴 矩阵 . 不 可 逆 矩 
阵 又 称 为 退化 矩阵 或 非 满 秩 矩阵 . 

七 、 分 块 矩阵 

1， 用 几 条 纵 线 与 横 线 把 一 个 矩阵 4 分 成 重 干 小 块 ,每 一 小 块 
称 为 原 矩 阵 的 子 块 阵 . 将 所 得 的 子 块 阵 作 为 元 罕 , 就 得 到 4 的 一 个 
分 块 和 矩阵 . 每 一 个 分 块 的 方法 叫做 4 的 一 个 分 法 . 

2， 分 块 矩 阵 的 加 法 :4= (aij)mxs,B = 二 (8;;)wxr， 用 同样 的 分 法 . 
将 4,5 分 块 , 得 4= (446s),xi,B 二 (Bop)sxi, 那 么 4 十 B 等 于 相应 的 
同型 子 块 阵 相 加 , 即 
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A 二 B= (hg Bog) sx 
3， 分 块 阵 的 数 乘法 : 设 4 是 4 的 子 块 阵 
A= (gai)jnxs = (Aog) ox 
那么 
EA = (kai)nxe = (KAog) sx 
也 就 是 说 ,kA4 是 由 子 块 阵 x4,s 为 元 素 的 分 块 第 阵 . 
4， 分 块 官 阵 的 乘法 : 
设 分 块 矩 阵 4 一 (4op),vo， B == (Bp,)ix 


只 | AB = (Co) ox 
其 中 C。 为 乘积 矩阵 的 子 块 阵 , 并 且 
Co 一 5S AB 
p= 1 
其 中 4 的 列 数 与 Bp, 的 行 数 相等 . 
5. 分 扎 惩 阵 求 道 秆 阵 : 
(1) 设 4 为 对 角 块 夭 阵 
Aii 0 
Az2 
4 vv。 一 
0 A 
其 中 (二 1,2,…,() 均 为 可 道 方 阵 , 则 
Aii! 0 
A 
A ! 一 
0 Ay 


(2) 设 4 为 三 角 块 矩阵 
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其 中 8 为 m Xm 可逆 害 阵 ,C 为 x X 可逆 窍 阵 , 则 


国 | 
4 :一 
0 cr 


基 , FE ,| 
~ lpc 

则 人 | pg | 
~ [-c-1pB-! C7! 


应 用 举例 
一 、 与 已 知 矩 阵 可 交换 的 矩阵 


| 
| | 
0 1 


求 与 4 可 交换 的 一 切 矩阵 


解 设 
Dh by 
?oe 
bol b2? 
并 且 48B = 8B4. 把 4,8 代 入 等 式 , 并 乘 开 以 后 ,根据 窍 阵 相等 的 规 
定 ,得 到 
D 十 pa 一 六 
biz 十 22 一 站 1 十 bys 
bz! = bz 
bzs 一 Do2i 十 2 


解 得 bi =0,5 == 522 ,5b12 为 任意 数 . 由 此 得 到 与 4 可 交换 的 任 一 十 
阵 是 
bi bi 
= |， | 


70 


例 2 议 分 块 定 阵 


_ 0 和 再， 
其 中 bE; 是 Rj() = 1,2,..,k) 阶 单位 阵 , 和 1, 和 2 ，… ,入 是 k 个 不 同 的 
数 . 求 与 4 相 乘 可 交换 的 所 有 和 卸 阵 . 
解 。 设 X 是 与 4 相 乘 可 交换 的 扎 阵 , 则 X 必 与 4 同 阶 . 令 


A 4 1 Al 


各 和 二 


4 4 四 42 


A14 Adi? A 
jv AsAs] Ad A 42> 
MAt Ad A A 
AMAl! dzAl2 Ai 
MAzs 4242 人 如 4z 


A4= 


Ai A A2 Ais “°° Au 
由 4X 一 X4 得 各 相应 子 块 对 应 相等 . 4X 的 (i,j) 块 是 和 4;;,X4 的 
& ,让 块 是 j4 因此 大 4 三 及 4 但 当 i 关 jj 时 ,各 关 入 ;所 以 4; 二 0. 


于 是 
A 0 
42? , | 
0 A 


即 与 4 相 乘 可 交换 的 窍 阵 是 准 对 角 阵 . 
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求 4100 
解 容易 计算 得 到 


5 -20 -12 
A* 一 | 2 -9 -6 
-2 10 7 


比较 .观察 .分 析 4 与 42 后 ,我 们 可 以 猜想 


1+ 2n -10n -6n 
A" 一 | 1 -5z 二 1 -3n 
-~ Dn 3n 二 1 
下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 . 
当 n 二 1 时 ,结论 成 立 . 假设 当 %= 二 时 ,结论 成 立 , 则 当 n==£ 十 1 
时 ， 
Arti 一 4。4 
1+28 -108 -6x 3 -10 -6 
-| tk - Bk+l -3 | -4 | 
- k ok 38 十 1JL-1 5 4 
1 十 2 十 1) -10(k+ 1) -6(k+ 1) 
= x 十 】] -Bb(K 二 1)+ 1 -3(k+ 1) 
-(E 十 1) 5(%+ 1) 3(+1)+1] 


所 以 ,2 一 大 十 1 时 ,绪论 成 芯 . 从 而 对 一 切 自 然 数 绪论 成 立 ， 于 是 
201 -1000 -600 
4 一 | 100 -499 加 


-100 500 301 
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例 4 设 


-1 1 1 -1 
1 -1 -1 1 
|1-1 -1 1 
-1] 1 1 -1 
计算 4 . 
解 经 计算 知 
4 -4 -4 4 
加 四 -4 4 4 -4 _ 
-4 4 4 -4 
4 -4 -4 4 
所 以 
=(A4)=(— 44);=—644 =—644’.4=— 64(— 44)4 
一 2564° = 256(— 44) 一 一 10244. 
a 六 | 
例 5 求 | | 
b a 
解 记 


0 1 
一 | 
易 见 天 一 已 ,有 为 单位 惩 阵 . 于 是 


| | ~ (gE + bP) = Bt na'-bP + Cio ?bP 
十 Ca 一 352P3 十 … 十 大 户 
= (a" 十 Cla 2b? 十 Cia bt 十) 有 
+ (Cla"-b + C3ar3bs 十 )P 
_ CC Ce (a — 5b)", 
= (a— bb) (Ca 十 了 一 | 
2 ij(o 十 0 一 (ee 一 De+b 十 (一 四 
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三 、 逆 矩阵 的 求法 及 其 应 用 
”常用 的 求 逆 征 阵 的 方法 有 初等 变换 ,利用 有 关公 式 及 矩阵 分 
块 等 方法 . 但 也 要 根据 题目 的 具体 情况 ,采用 适当 的 方法 才能 较 快 
地 、 准 确 地 解决 问题 . 

例 6 求 下 列 各 违 阵 的 道 (n 二 1): 


0 1 1 … 1 0a 0…… 0 0 
1] 0 1 .1 0 04a, .0 
(1)|1] 1 0 .» 1 Ee 
.ss 000. 0 
i 1 1 … 0 a 00..£.0 0 


其 中 oaz…a, 天 0. 
解 (1) 用 4 表示 所 给 方 阵 ,将 (4,E) 的 第 2,3,… ,n 行 都 加 
到 第 1 行 ,然后 第 1 行 乘 以 一 ,再 将 第 1 行 乘 以 一 1 加 到 其 余 各 


行 ,最 后 将 第 2,3,…,r 行 均 习 以 一 1 ,把 4 变 成 单位 阵 . 与 此 同时 ， 
(4,E) 中 的 互 变 为 


1 1 + 2-n 
(2) 用 4 表示 所 给 方 阵 , 将 (4,8) 的 第 4 行 依次 与 第 x 一 1 行 ， 
RL 2 行 ，… , 1] 行 交 换 , 然 后 用 oz: GT se ,4 分 别 乘 第 1 2 9 
行 ,把 4 变 成 单位 阵 ,与 此 同时, (4,8) 中 的 已 变 成 
0 0 0:… 0 mo 
ai” 0 0 … 0 0 
4- 一 |0 a 0 ' 0 0 
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注意 用 分 块 矩 阵 求解 此 题 更 简单 :把 4 分 为 四 块 
al 0 


a 


0 dn_1 
由 于 Ca 的 逆 元 素 是 a 上 站 


易 知 
0 0 0 0 ar! 
0 用 ca 0 0 0 0 
dn 
0 
1 


各 昌 二 当当 


0 
4 一 25， 一 4 一 24 十 28 

试 证 8 是 可 逆 和 矩阵 ,并 求 B71!， 

证 明 因为 4 = 28 ,所 以 

5 一 4 一 24 卡 2 有 8 一 4 十 4 一 24 一 4(42 十 4 一 28) 一 4(4 十 28) 
(4 一 8). 以 下 分 别 证 明 上 式 右 端 三 个 因子 的 行列 式 都 不 等 于 零 ,从 
而 得 证 18| 关 0, 由 4 二 28 知 ,14|==|141: 二 |28| 关 0. 所 以 14| 关 0. 
再 由 人 = 二 28 知 ， 

10E8=2E++8E=A4 二 8 二 4: 十 (28); 一 (A 十 28)(A:— 24A++4E) 
两 边 取 行列 式 得 
1108| = |4+28||4:— 24 十 48 


于 是 |4 十 28| 关 0. 又 EB 二 4 一 B=(4—E)(4 十 4 十 E),|E! 。 


二 |4 一 8B|| 和 十 4 十 E|, 所 以 14 一 8| 关 0. 从 而 18i 关 0. 
我 们 下 一 步 求 B87'. 只 须 求 出 4 (4 十 28) (4 一 及 一 即 可 . 
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因为 元 如 二 ,所 以 4-1 二 地 4 由 108 二 (4 二 28)(A2 一 24 十 4E) 及 
四 一 (4 一 有 (4 十 4 十 吾 ) 知 
(A 十 28)~ 一 (4: _ 24 十 48) 


(4 一 玉 )-1 一 4 十 4 十 五 
所 以 8B-I 一 (4 一 玉 )-1(4 十 28)-14-1 一 (42 十 4 十 为) 
。 (4 一 24 十 4 有 8) 。 4 一 (4 十 34 十 48). 
例 8 和 在 4,B8 是 z 阶 筷 阵 , 且 下 十 4B8 有 道 , 则 已 十 B4 也 有 道 ， 
且 (B+ BA)-!= E— BE+ AB)-'A. 
证 明 因为 
(E+ BA)CE — BC(E + AB)- A) 
=E— Bl(E- AB)-!4+ BA— BAB(E + AB)-'A 
=—E— BL(E+ AB) !— Et AB(E+ AB)'1A 
=—E— Bl—E 二 (E+ AB(E++ AB)-')A 
=E— B(— E+ EE)A= hE. 
所 以 ,1 十 B4| 关 0. 所 以 ,8 十 B4 也 有 逆 , 且 
(E+ BA)-!=B— B(E+ AB)-4. 
例 9 设 a,b,csd 是 四 个 数 , 证 明 . 


oO 二 二 1c 二 二 1],ac 二 = 二 0 (5) 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 
十 cr 二 18 二 = 二 1,0b 二 cd=0 (6 ) 


证 明 (此 例 应 用 道 矩 阵 的 理论 来 证 明 . ) 奋 (5) 成 立 , 用 ab， 
csd 作 二 阶 定 阵 
4 一 
C dd 


4 与 它 的 转 置 矩阵 4 作 乘 法 ,得 
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4 -| ,| "|= 风量 ac 十 bd 1 0 
le dlls dl ac 十 到 = | | 


因此 ,|4| 关 0,4-! 存在. 易 知 4 = 4-!, 即 4' 是 4 的 道 方 阵 . 从 而 


网 站 1 | ,|= 民 十 2 =- | | 
bp dllc dd ab+cecd 也 十 好 0 1 

于 是 和 十 二 1, 十 4 二 1,ab 十 cd 二 0, 即 (6) 成 立 .反之 , 当 (6) 
成 立时 ,把 上 述 证 明 过 程 倒 推 上 去 , 即 得 (5) 也 成 立 . 

例 10 ” 设 * 阶 非 奇异 矩阵 4 中 每 行 元 素 之 和 都 等 于 常数 ". 证 
明 :c 天 0, 且 4 中 每 行 元 素 之 和 都 等 于 ce: 

证 法 一 ”将 14| 中 各 列 都 加 到 第 i 列 后 从 第 i 列 中 提出 c, 再 
按 第 列 展开 ,得 

14| 二 c(h 十 hy; 十 … 十 4.) 

由 于 |4| 关 0, 故 c 关 0. 所 以 ,由 上 式 可 得 


4 
4 


即 4-: 的 每 行 中 诸 元 素 的 和 为 c 
证 法 一 设 4= (xd4 一 (cjx 则 4 (471)' 的 第 i 行 


第 j 列 的 元 素 d= > or 其 中 必 是 人 中 第 7 行 第 + 列 的 元 素 . 
因为 4' (47') 的 第 ; 列 的 元 素 之 和 为 1， 即 
> 一 > DE 一 DR 2 一 De 一 了 


所 以 c 关 0, 且 


十 人 十 … 十 人 一 ce (i= 1,2,.,n) 


向 


Den 一 cc 一 ! (j= 1,2,.,n) 


此 即 遍 明 4 的 各 行 元 素 之 和 为 c 
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证 法 三 已 知 


1 C 
1 C 
4| .| 二 
l C 
因 4 是 非 奇 异 窍 阵 , 故 4 是 可 道 矩 阵 . 两 边 左 乘 以 4 ,得 
C 1 ci 
C l | cc 
AT! ， 一 |， 从 而 c 关 0, 且 4 ， 一 

C 1 | co! 


证 法 四 如 果 c=0, 那 么 4 的 列 回 量 组 线性 相关 ,从 而 
14| 二 0, 与 题 设 耶 盾 . 所 以 c 关 0, 由 题 设 有 


] ] 
] 1 
看 一 < 
1 1 
两 端 用 4-: 无 乘 ,得 

1 1 
cc ! 一 A”! 

l 1 


这 就 表明 4 :的 每 行 元 素 之 和 是 
此 证 法 用 到 的 线性 相关 .无 关 的 概念 ,请 参看 第 三 章 . 


例 11 设 4,8 都 是 n 阶 正 交 和 窍 阵 , 昌 14| = 一 18|1. 证明， 
4 十 Bl 一 0. 
证 明 ”因为 4,8 都 是 正 交 窍 阵 , 所 以 14| = 土 1,18| == 土 1. 
由 14| = 二 一 18| 知 ,4,8 的 行列 式 有 以 下 两 种 可 能 ， 
(1)|14| 一 1，18| 一 一 1. 
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因为 


1471(4 十 有 )B-| = 18 十 4 一 8 十 4 
一 |(B 十 4) | =18 十 4| 
14-1(04 十 了 3)B- 一 14- :|A4 十 B18-!1| 二 一 |A4 十 B| 
所 以 一 14 十 Bi 一 14 十 了 | 
从 而 14 十 Bl=0 
(2) |4| = 二 一 1，|8| = 二 1， 证 明 方 法 同 (). 
四 、 其 它 


例 12 证 明 ; 任 一 + 阶 方 阵 4 都 可 以 表 为 4 二 8 十 C, 其 中 8 
是 对 称 算 阵 . 而 C 是 反对 称 和 矩阵 . 

证 明 。 因为 4 二 万 4 十 匠 4 一 方 (4 十 久 ) 十 万 (4 一 4) 
而 (4 十 和 4) 二 4 十 (4) = 二 4 十 4 二 4 十 A ,所 以 ,4 十 4 是 
对 称 矩 阵 , 却 (4 十 4 ) 当然 也 是 

又 (4 一 47) = 二 4 一 (4') 二 4 一 4== 一 (4 一 4'), 所 以 ， 
4 一 4 是 反对 称 和 矩阵 . 寺 (4 一 4 ) 亦 是 


令 B 一 可 (4 十 和 4 ),C 一 于 (4 一 入 ) ,; 则 和 任 一 x 阶 方 阵 4 都 可 
以 表 为 4 = 二 B 十 C, 其 中 ,8 是 对 称 秆 阵 ,C 是 反对 称 适 阵 .证 毕 . 
例 15 证 明 : 对 任意 2 阶 定 阵 4,B 和 恒 有 
AB— BA A Bb, 
证 明 ”用 反 证 法 . 假定 48 一 B4 = 已 成 立 ,那么 左边 矩阵 主 
对 角 元 率 之 和 与 右边 矩阵 主 对 角 元 素 之 和 应 相等 ,并 是 都 等 于 x. 
但 


i 


左边 主 对 角 元 素 之 和 一 2 | Dab 一 aa | 
一 > So 一 5 pa 


I 一 1 =] i 二 | 大 一 ] 


19 


对 其 中 一 项 的 ;交换 使 用 , 即 知 上 式 = 0. 这 就 推出 序 盾 . 所 以 ， 
原 结论 正确 . 证 毕 . 


E, 0 hE, K 
4 i 一 ? T= 
ma Ww 


都 是 7 = 二 7 十 s 阶 矩阵 ,而 
由 | 
4 一 
人 3 A, 
是 一 个 阶 矩 阵 ,并且 与 S,7 有 相同 的 分 法 , 求 S4,4S,74 和 47. 
解 按照 分 块 筷 阵 的 乘法 ,计算 后 得 到 


4 p 0 中 | 加 | A A, | 
K El||A4 A, 并 4 十 4 天 4 十 44 
8 册 并 I 0 | _ 十 4K 出 
43 AILK Eb A+AK A 


1 区 | 骨 | “ 二 As A, 十 | 
A; A, As A, 


jp 4 | 《|]- 4 | 

4 AdL0 加 As 4 天 十 44 
由 上 面 的 计算 结果 ,我 们 可 以 得 到 如 下 的 结论 : 当 一 个 分 块 
定 阵 左 ( 右 ) 乘 一 个 与 其 有 相同 分 法 的 初等 分 块 矩 阵 时 ,就 相当 于 - 
对 该 分 块 算 阵 施行 第 三 种 行 ( 列 ) 的 初等 变换 , 即 进行 行 ( 列 ) 的 消 


习 题 


1. 计算 下 列 和 名 排列 的 逆序 数 ， 

(1) 135298746; 

(2) nn 一 12,1; 

(3) 987654321， 

2. 已 知 n 个 数码 的 排列 ,is,… ,的 道 序数 是 7", 那么 排列 i 记 ,i ,… ,is， 
i 的 逆序 数 是 多 少 ? | 
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3， 计 算 行 列 式 


a (a 二 1)? (ee 十 2)2 (a 3)? 
十 1)? (十 2)2 (+ 3)? 
c C+ (ec 十 2)2 C+ 3 
d (d+ 1)? (d+2)? (dd 十 3)3 


4. 计算 以 下 行列 式 ， 


246 427 3271 万 y z 十 3 
(1) 1014 543 443 (2) y ty 7 
— 342 721 621 r+ 十 y I y 
1 2 3 4 1 1 1 ] 
2 3 4 1 ] 2 3 4 
(3) (4) 
$3 4 1 2 ] 3 6 10 
4 1 2 3 1] 4 i10 20 
1 4 9 16 
4 9 16 25 
(5) 
9 16 25 36 
16 25 36 49 
| | 0 0 0 
本 l ] 一 | 者》 0 0 
0 一 ] ] 一 4。 oa 0 0 
(6) 
0 0 0 0 1l—a 一 | a 
0 0 0 日 一 1 ] 一 @ | 


之 一 如 d a d 
a 过 一 站 在 aq 
ad a 局 IrI— 4 


6， 设 在 7 阶 行列 式 


1 


da! a? 


中 ,= 一 ai 一 129 证明 : 当 " 是 奇数 时 ,2 一 小 


7， 计 算 下 列 * 阶 行列 式 


位 | 一 pb) ~ pb i 4 ”一 p, 


tl» -一 b,) 4 一 b» a 一 让 
(1] ) 
gd 一 站 a,—b, ds, — b, 
| — 搞 9 Tn 
| .0 玉 Tn 
(2) 
Ti To sis I Mt 
8. 设 z 为 任意 实数 ,证 明 行 列 式 
XC—2 了 
27— 3 Z 工 一 了 


的 值 不 大 于 23. 
9. 已 知行 列 式 


1 ] 
1 1 
1 1 


证 明 奇 偶 排 列 各 半 ， 
10， 计 算 f(z 十 1) 一 (x), 其 中 


利夫 刘 而 音 二 而 而 和 中 事 下 下 


1 0 0 
] 2 0 
3 3 
f(7) = 
1 nl Ci 


1 ?十 1 Ci 
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11. 计算 下 列 窍 阵 的 衫 积 ; 


3 一 2 
] 2 一 1 2 | 
0 ] 2 1] 一] i 
ab ] ea 区 | -1 
2 41L0 一 1 2 
] 0 3 了 1L2 4 
一 ] 0 
1] 17* 1 1 
(3) | | | | 
0 1 0 1 
. cosp sing 了 | 、 
C4) 计算 | | ,并 利用 这 个 结果 计算 
一 sing cosm 


0 171’ 
i 
12. 设 4B == 84,AC = C4, 证 明 ;4,B8,C 都 是 同 阶 纵 阵 ,而 是 
A(B 十 C)= (B+ 0A, ACBC) = (BC)4 
13， 求 所 有 与 下 列 窍 阵 4 可 交换 的 矩阵 : 
1 0 0 
0 1 2 
3 1] 2 
14. 设 4 是 一 个 实 对 称 矩 阵 , 且 4? = 0, 证 明 :4= 0. 
15， 设 4 是 一 个 2 阶 和 矩阵 ,并 且 存 在 一 个 正 整 数 m, 使 得 4" = 0, 证 明 . 
BE 一 4 可逆 ,有 (E85 一 4)~! = 十 4 十 … 十 4"!. 
16， 设 4,8 为 任意 两 个 阶 方 阵 ,证 明 : 


由 一 


(AB)* = BA* 
17. 求 4-!, 设 
b 
(1) -| w= 
C d 
l 1 一 1 
(2) -| 1 | 
1 一 1 0 
2 一 | 0 0 
一 3 2 0 0 
(3) 4 一 
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18， 设 4 是 一 个 m 阶 可 道 害 阵 ,8 是 一 个 n 阶 可 道 逢 阵 , 义 C 是 一 个 ※X mm 


矩阵 ,证 明 :矩阵 
A 0 
| 
是 可 逆 矩 阵 ,并 求 出 其 逆 矩 阵 - 
19， 设 矩阵 4 的 元 素 均 为 整数 ,证 明 :4-! 的 元 素 均 为 整数 的 充 要 条 件 是 
14| 二 土 1. 
20， 设 4 为 阶 方 阵 ,证 明 :14 | 二 141 


4 4 


第 三 章 ” 逢 阵 的 秩 与 线性 方程 组 


$ 1 矩阵 的 秩 
基本 概念 与 结论 


所 谓 数 域 P 上 一 个 4 维 向 量 就 是 由 数 域 P 中 = 个 数组 成 的 有 
序数 组 : 
= (G1 02 9"** od, ) 

其 中 a; 称 为 向 量 (a1 ,a ,… ,a,) 的 第 ;个 分 量 . 

关于 # 维 向 量 的 相等 及 其 运算 等 概念 可 参阅 高 等 代数 教材 . 
这 里 着 重 讨论 向 量 组 的 线性 相关 性 、 巾 量 组 的 极 大 无 关 组 及 算 阵 
的 秩 . 

一 、 和 回 量 组 的 线性 相关 性 

1. 回 量 组 的 线性 组 合 

阿 量 必 称 为 呵 量 组 bi, Bz,"** ,pb 的 一 个 线性 组 合 ;如 果 在 在 数 
域 忆 中 的 数 所 ,和 ,有 ,使 

a=hptkpzt tk p, 

当 问 量 a 是 向 量 组 pi, bz,*** ,ps 的 一 个 线性 组 合 时 ,我 们 也 说 
“可 以 经 向 量 组 P ,PP ,…,p, 线性 表示 . 

如 果 癌 量 组 CI O29 oO 中 每 一 个 和 问 量 ai(i1= 1 ,2,， … ,1) 者 可 
以 经 问 基 组 p6,, pi,… ,pp 线性 表示 ,那么 癌 量 组 clyaz，…，w 就 称 
为 可 以 经 向 量 组 ,17 ,，… ,8p, 线性 表示 . / 

2. 同 量 组 的 线性 相关 与 线性 无 关 

(1) 如 果 在 数 域 P 中 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 和 ,ko,…,k, 使 
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有 CN ko dk 0, = 0 
那么 向 量 组 aa ,az,… ,a.(s 之 1) 称 为 线性 相关 的 . 

一 个 向 量 钥 yaz，……a 仅 当 态 一 忆 一 … 一 天 一 0 时 才 有 fia 
十 tzoz 十 … 十 bus 一 0, 则 称 向 量 组 a1,as,… ,a, 是 线性 无 关 的 . 

(2) 疝 量 组 oi ,oz,… ,a,(s 之 2) 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 其 
中 有 一 个 向 量 可 以 经 其 余 向 量 线性 表示 . 

因为 零 问 量 可 以 被 任 一 个 向 量 组 线性 表示 .所 以 任意 一 个 含 
有 和 零 问 量 的 癌 量 组 必 线 性 相关 . 

(3) 问 量 组 中 有 两 个 同 量 成 比例 必 线 性 相关 . 

(4) 向 量 组 oa，aw(w 天 0,7>1) 线 性 无 关 的 充分 必要 条 
件 是 每 一 个 w(1<: 委 7) 都 不 能 表 为 它 前 面 i-1 个 向 量 的 线性 组 ， 
人 

(5) 设 %= (000 Ga) EPP, p= (C053, 0 On bs bis) 
EPt?G=1,2,… ,mM) ,如果 a1,92,… ,an 线性 无 关 , 那 么 Bi, bs,'， 
p。 也 线性 无 关 . 反之 ,如 果 Bi ,Ps，… ,ps 线性 无 关 , 那 么 向 量 组 wm， 
02，** yOQm 不 一 定 线性 无 关 . 

(6) 向 量 组 w= (aa yow… ,Gn) (i 一 1,2,… 2) 线 性 无 关 的 充 要 


Ql di2 Qln 
dz dz2 ?°°* 2» 


3. 向 量 组 的 等 价 
(1) 若 两 个 向 量 组 相互 可 以 线性 表示 , 则 称 这 两 个 向 量 组 等 


(2) 向 量 组 之 间 的 等 价 关 系 满 足 反 身 性 、 对称 性 和 传递 性 . 
(3) 兰 换 定 理 ” 设 疝 量 组 
01 02 9 0x 0 
线性 无 关 , 并 且 每 一 a(1 志 i 志 7) 都 可 以 由 向 量 组 
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AAA 四 
线性 表示 , 则 

(1)7s) 

(8) 逢 当 调 整 凶 中 辐 量 的 顺序 ,使 得 用 oi ,ow,… ,a 替换 Pi， 
f，,… ,pb 后 ,所 得 的 癌 量 组 

QQ Or prtis brt2,°*" ,bh: 
与 凶 等 价 . 

特别 地 , 当 ? 一 * 时 ,四 与 四 等 价 . 

二 、 回 量 组 的 极 大 无 关 组 与 秩 

1. 回 量 组 的 极 大 无 关 组 

(1) 向 量 组 a ,a:,… ,ow 的 一 个 部 分 癌 量 组 Ci 9 i, ai 岂 做 
一 个 极 大 无 关 部 分 组 (简称 极 大 无 关 组 ) ,如果 

(Wo 9 9 ;0 线性 无 关 ; 

(%) 每 一 | a;(j 二 1,2,…,n) 都 可 以 由 oa 0950 线性 表示 . 

每 一 个 不 全 为 零 的 癌 量 组 成 的 疝 量 组 都 有 极 大 无 关 组 ,而 且 
极 大 无 关 组 不 唯一 . 

(2) 一 个 向 量 组 与 它 的 任 一 极 大 无 关 组 等 价 . 

(3) 等 价 的 癌 量 组 的 极 大 无 关 组 含有 相同 个 数 的 癌 量 . 特别 ， 
一 个 同 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 含有 相 辣 个 数 的 向 量 . 

(4) 一 个 回 量 组 中 任何 一 个 线性 无 关 组 都 可 以 扩充 为 一 个 极 
大 无 关 组 . 

(5) 如 果 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 含有 zp 个 向 量 ,那么 这 个 向 
量 组 的 任意 ? 个 线性 无 关 的 问 量 构成 该 问 量 组 的 一 个 极 大 无 庆 
组 . 

(6) 任 意 * 十 1 个 zx 维 癌 量 必 线性 相关 . 

2. 问 量 组 的 秩 

(1) 向 量 组 的 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 称 为 这 个 癌 量 组 的 

秩 . 
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(2) 一 个 向 量 组 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 它 所 含 问 量 的 个 
数 与 它 的 秩 相 同 ， 

(3) 等 价 的 向 量 组 必 有 相同 的 秩 . 

(4) 如 果 向 量 组 ( 工 ) 可 由 向 量 组 ( 工 ) 线 性 表示 ,那么 组 CI) 的 
秩 不 大 于 组 (CI ) 的 秩 . 

三 、 和 矩阵 的 秩 

1. 矩阵 的 每 一 行 ( 列 ) 都 可 以 看 成 一 个 向 量 ,矩阵 的 行 ( 列 ) 向 
量 组 的 秩 称 为 矩阵 的 行 ( 列 ) 秩 ， 逢 阵 的 行 秩 等 于 列 秩 , 统 称 为 短 阵 
的 秩 . 显然 有 秩 4'= 秩 4. / 

2. 秩 为 > 的 nxr 矩阵 称 为 列 满 秩 阵 ; 秩 为 7 的 r+Xrn 甜 阵 称 为 
行 满 秩 阵 . 

3. 和 矩阵 的 秩 有 以 下 性 质 ， 

(1) 和 矩阵 4 的 秩 是 7( 关 0) 的 充分 必要 条 件 是 4 中 有 一 个 7 阶 
子 式 不 为 零 , 同 时 ,所 有 ?十 1 阶 子 式 全 为 零 ， 
(2)n 阶 矩 阵 4 的 秩 小 于 ”的 充分 必要 条 件 是 4 的 行列 式 为 


(3) 矩 阵 的 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 
“(4) 设 mxXn 和 矩阵 4 的 秩 为 ", 则 必 存 在 m 阶 非 退 化 矩阵 P 与 
阶 非 退 化 矩阵 9 使 
E, 0 
Po-| 0 3 


其 中 E, 是” 阶 单位 阵 . @ 称 为 矩阵 4 的 等 价 标准 形 . 
(5) 秩 (4B) 委 min( 秩 4, 秩 B). 当 4 可 首 时 , 秩 (4B)= 秩 B. 


应 用 举例 


一 、 向 量 组 的 线性 相关 性 
例 1 设 向 量 组 a,az,as 线性 无 关 , 证 明 : 癌 量 组 a 十 az ,oz 十 
03yG3 十 0li 也 线性 无 关 。 推广 到 nt 个 (m 宇 3) 向 量 ,结论 如 何 ? 
8 


分 析 证 明 阿 量 组 线性 无 关 , 有 两 种 基本 证 法 :第 一 种 , 按 定 
义 , 要 证 qi ,a.…,as 线性 无 关 , 只 须 证 明 ; 由 a 十 hoa 十 …ka, 二 0 
可 以 推出 记 == 如 二 … 加 二 0; 第 二 种 就 是 反 证 法 

证 法 一 设 如 (@ 十 @2) 十 ka(@s 十 a3) 十 h(a 十 a1) 二 0. 展开 整 
理 , 得 (名 十 启 )@ 十 《十 有) 0 十 《V2 十 ks3)6s 二 0. 由 题 设 was os 线 
性 无 天 ,所 以 

所 十 ks 二 0， : 
ki 中 k=0, : (1) 
kk 十 k= 0 
因为 齐 次 线性 方程 组 (1) 的 系数 行列 式 D 关 0, 所 以 (1) 只 有 和 零 解 ， 
则 i 二 二 说 二 0 所 以 qi 十 Qi az 十 asas 十 al 线性 无 关 . 

证 法 二 (有 反 证 法 ) 假设 m% 十 wo 十 aas 十 o 线性 相关 , 则 存 

在 一 组 不 多 为 零 的 数 辣 ,la 使 

lo 十 oz) 十 lz(oz 十 aa) 十 6(os 十 mo) 一 0 
展开 整理 ,得 

(0 十 5)oi 十 (0 十)az 十 (人 2 十)as 一 0 
由 4,lz 不 全 为 零 , 易 证 站 十 6 十 4 十 4 也 不 全 为 零 . 这 就 与 
OQ1 02 9 C3 线性 无 关 逆 盾 , 所 以 al 十 azyaz 十 asy 63 十 0 线性 无 关 . 

推广 邻 太 (mi 十 oa) 十 和 (oa 十 os) 十 … 十 和 (om 十 am) 十 各 (on 

十 oa) 二 0, 展 开 整 理 , 得 


Ak 十 k, 二 0， 
I 十 8 0， 
Kn 十 kK 一 一 0 

这 个 方程 组 系数 行列 式 
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1 0 0 0 1 
1 1 0 0 0 
2， m 是 奇数 ， 
D=|0 1 1 0 0! 二 1 十 (一 1)"™ = 
0， m 是 偶数 . 


0 0 0 .. 1 1 
所 以 当 闵 是 奇数 时 ,方程 组 只 有 专 解 ,因而 oo 十 ayos 十 ay，…， 
an_1 十 an ya 十 a 线性 无 关 ; 当 m 是 偶数 时 ,方程 组 有 非 零 解 ,因而 
Ss Sm EI SE i se | 线性 相关 
例 2 判断 7% 维 向 量 组 w 二 (1,2,2,*… ,2) ,a 一 (2,2,2,…， 
2) ,as 一 (2,2,3,2, ,2), oa 一 (2,2, ,2 ,nn) 的 线性 相关 性 ， 
分 析 ”这 是 由 4 个 向 量 构成 的 4 维 向 量 组 ,出 基本 结论 知 , 它 
们 的 线性 相关 性 取决 于 由 这 些 向 量 的 分 量 所 构成 的 行列 式 的 值 是 
否 为 零 . 着 行 列 式 的 值 不 为 等 , 则 线性 无 关 . 否则 线性 相关 . 
解 ” 当 4>>2 时, 这些 向 量 的 分 量 构成 的 行列 式 
_ 0 


0 0 0 0 
1 2 2 2 
0 一 1 0 “ 0 0 
2 2 2 2 
0 0 1 一 2 0 
D='12 2 2| 一 
sooteseooors. 0 1 1 
2 2 2 N 
2 2 2 2 n 
0 一 1 0 0 0 
0 1 —2 0 0 
一 (一 上] ee 


0 0 0 “3 2—n 
2 2 2 2 n 


=(—1)"+T2(—1)(—2)(2—#)= 一 2(n—2) ! 天 0 
所 以 a ，… ,a 线性 无 关 . 
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当 n 二 1 时 ,a1( 关 0) 线 性 无 关 . 当 2 一 2 时 ,oa yo 的 对 应 分 量 不 
成 比例 ,所 以 线性 无 关 . 因此 ,对 任意 日 然 数 RO 9 C29 线性 无 
关 ， 

例 3 设 Ql U2" On 与 bi, pz,** ,pb 为 两 个 n 维 问 量 组 , 且 

8 一 之 ,aiq (一 ]，2，… 有) (2) 

各 D) = a | 关 0, 证 明 :on ,G2 ,0 可 由 Bis Pes ,ps 线性 表示 ,并 
且 知 Qi O02 s**t 线性 无 天 , 则 pi, bz,** ,ph, 也 线性 无 关 . 

证 明 由 于 D 闫 0, 可 设法 将 a; 用 Bi,p，… ,ps 线性 表示 出 来 . 


用 Ai;, do , 4. 依次 乘 (2) 式 中 第 1 2 个 等 式 两 病 再 祖 
加 .得 


Ay; Ay; 4 
wa 一 万 外 十 亡 记 十 … 十 了 (i 二 1 ,2， 9 和) 


用 见 ,ai ;02 ,0 可 由 pis bs, ,pb, 线性 表示 . 因此 向 量 组 
mo 与 Bi, pi,…,B. 等 价 , 由 替换 定理 知 ,它们 的 极 大 无 关 
组 含有 相同 个 数 的 癌 量 . 于 是 和 co ，…o 线性 无 关 , 则 5 6:， 
…, hb 也 线性 无 关 . | 

例 4 设 向 量 组 ,omy,…,a, 线性 无 天 , 任 取 数 域 P 中 7 一 1 个 
数 后 ,kz,… ,1 证明; 加 量 组 

Pi, =o ,p=hat oe, bri=h -20 or 1 br =k 10 

证 法 一 令 Bi 二 tp 二 十 lt_1pb, 十 25. 一， 由 此 得 tio 二 Tb 
(十 0) 十 十 ih-zo 十 GQr-1) 十 4 (ki 十 ar) 二 0. 也 就 是 
(0 十 02 妇 十 十 和 -2 十 和)a 十 za 十 十 -ol 十 上 2% 一 0. 因 
为 yaz……w 线性 无 关 , 所 以 十 tzhh 十 十 5-ih-z 十 lb-1 二 0， 

4 一 … 一 /一 一 0. 从 而 有 2 一 0. 故 pop- 线性 无 天 . 

证 法 二 ”由 题 设 条 件 知 , 回 基 组 pi ,pi,…,p, 可 由 问 量 组 a， 
G2，"… 0 线性 表示 . 男方 面 有 ,% = 二 Pi, == pz— hp 0,-1= 
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ri 一 kz 二 Br 一 i101; 所 以 癌 量 组 aaz ,oa 与 癌 量 组 pi， 
pa," ,pb 等 价 。 又 因为 ol ,az，…，or 线性 无 关 , 故 由 替换 定理 知 ， 
bi, bz, ,hb 也 线性 无 关 . 

证 法 三 ”因为 


1 0 0 0 0 
ki 1 0 0 0 
k» 0 1 .. 0 0 
D = 二 1 关 省 
k., 0 0 1 0 


ky 0 0 … 0 
由 例 3 知 ,i » pa ,pb 线性 无 天. 

例 5 设 向 量 组 ,0,,…,a, 线性 无 关 ,而 向 量 组 ma,…an， 
6,7 线 性 相关 ,证 明 : 若 癌 量 组 ol ,os，… am, 与 a1,02,… ansy 不 
等 价 , 则 5 与 ?中 有 且 仅 有 一 个 可 由 问 量 组 w ,oa，…,on 线性 表 
小， 

证 明 因为 1,0，…,an,B,y 线性 相关 ,所 以 存在 不 全 为 零 的 
数 让 jyl 使 训 i 十 kzaz 十 一 十 Gm 十 LB 十 ly 二 0. 由 于 i， 
ap ,am 线性 无 关 , 因 此 4,is 至 少 有 一 个 不 为 零 . 又 因为 ai ,a2,…， 
an 有 与 oo，…on 7 不 等 价 ,所 以 452 必 有 一 个 为 零 . 设 4 天 0 
二 0, 则 8 可 由 a ,az，…,an 线性 表示 . 

再 证 ,5 与 ?只 有 一 个 可 由 a1,as,… ,an 线性 表示 . 如 果 pb,y 都 
可 由 wm ,az，…，an 线性 表示 , 设 B= 二 和 ai 十 hz@z 十 … 十 ban ,7 二 Qi 十 
0 十 十 ran;y 易 见 ,a1，… an 与 a1,… ,an，y 等 价 ,与 题 设 不 等 
价 巴 盾 . 

例 6 在 户 中 , 疝 量 组 


CiyC29 9 On (D 
线性 无 关 , 且 中 中 每 个 向 量 可 由 回 量 组 
P 0 C) 
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线性 表 出 .证 明 : 
(1) 向 量 组 好 中 存在 问 量 6 (1 和 5 委 s) 使 问 量 组 
az On, Pi 他) 
线性 无 关 . 
(2) 如 果 凶 也 线性 无 关 , 且 m<s 那么 还 可 以 在 @ 中 找到 s-m 
个 同 量 所 ，… 记 ,使 向 量 组 
Co ，。。 ,an Pi; ;Pi ,oe ,Bi {4) 
仍 线性 无 关 . 
分 析 ”要 在 包 中 选 一 个 向 量 B. 与 a;,… ,as 构成 一 个 线性 无 
关 的 向 量 组 ,8 可 先 考察 把 @ 的 全 部 向 量 深 加 寺 moon 所 构成 
的 回 量 组 与 包 的 关系 . 
证 明 (1) 作 向 量 组 
aany Pi, 5 ,hp ) 
设 组 色 的 秩 为 1, 显然 组 如 与 组 已 等 价 . 所 以 组 如 的 秩 为 4. 又 由 题 
设 条 件 知 ,组 由 可 由 组 他 线 性 表示 ,所 以 m 委 上 因为 任 一 线性 无 关 
的 问 量 组 都 可 以 扩充 为 极 大 线性 无 关 组 ,所 以 在 包 中 由 wm on 
出 发 一 定 存 在 所 使 a,…,a, ,Pi 仍 线性 无 关 . 
(2) 如 果 包 也 线性 无 关 , 那 么 组 加 与 组 所 的 秩 都 等 于 s. 又 题 
设 m<s, 于 是 ,上 述 mr 个 线性 无 关 的 癌 量 @2,… ,an,Pi 可 扩充 为 @) 
的 一 个 极 大 无 关 组 . 也 就 是 说 ,存在 s-m 个 向 量 8,,…, Bp，， 使 
Qs Om, Pi» pi, se ,有 .,, 构 成 加 的 一 个 极 大 无 关 组 . 这 就 证 得 也 
线性 无 关 . 
二 、 向 量 组 的 极 大 无 关 组 的 求法 
求 回 量 组 的 极 大 无 关 组 常用 的 方法 有 逐步 添加 法 与 惩 阵 的 初 
等 变换 法 。 下 面 的 例 7 给 出 了 用 和 矩阵 的 初等 变换 求 同 量 组 的 极 大 
无 关 组 的 理论 根据 . 
例 7 设 征 阵 4= (oj) 经 过 行 的 初等 变换 得 到 定 阵 B, 那 么 4 
与 B 的 列 向 量 组 有 完全 相同 的 线性 关系 . 即 ;如 果 Q1 G2 On 与 
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bp:,…p。 分 别 是 4 与 8 的 列 向 量 组 ,那么 a 十 hzQz 十 … 十 如 a 
一 0 的 充分 必要 条 件 是 名 记 十 hzBz 十 … 十 kp 二 0. 
证 明 ”假定 对 和 矩阵 4 施行 第 三 种 行 初等 变换 得 到 B. 设 


| 的 列 呵 量 组 记 为 CO 9 Of2 9 9 One 
将 4 的 第 ; 行 乘 以 1 加 到 第 ; 行 上 去 ,得 


Ci) 十 ta Cio 十 taj2 sis Olim 十 Zi (1) 


B 的 列 向 量 组 记 为 pp ， 
奋 4 的 列 癌 基 组 有 线性 关系 


1ion 十 ja 十 十 go 一 0 (3) 
(3) 等 价 于 以 下 等 式 组 


klail 十 kz2di2 十 2 十 kdin 一 0 (2) 


(4) 
Ria 十 Kzaj2 十 … 十 有 dam 一 0 ()) 


将 第 ; 个 等 式 乘 以 ! 再 加 到 第 ; 个 等 式 上 去 ,得 
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灾 庙 小江 广 慨 i 


| 


和 


ki(aii 十 ta ) 十 … 十 如 (an 十 tajm ) = 0 (2) 
ome ent oto ore er】 ro ror. (5) 
ka 十 … 十 End jm 二 0 (7 ) 


把 (5) 写 成 回 量 的 形式 ,得 
a pi 十 ip 十 … 十 和 Do 一 (0 (6 ) 
因此 满足 (3)? 的 万 必 满 足 (6). 反 过 来 ,满足 (6) 的 六 也 必 满 足 (3)， 
若 对 4 施行 第 一 .二 种 行 初等 变换 得 到 8B, 证 明 写 上 述 类 似 . 
例 8 设 w 一 (1,0,3,4,3)， az 一 (3，-1:2，1，3)， 
m=(—1,1,0,5,2),0%=(3,0,5,10,8),as=(-1,0,1,-2,-2),， 
求 @1 ya ,as ,a4 ,05 的 一 个 极 大 无 关 组 及 秩 . 
解 ” 解 法 一 ”容易 看 出 oo 线性 无 关 . 添加 os, 看 问 量 组 
,02,03; 的 线性 关系 ,因为 


] 0 3 
3 -1 2| 关 0 
-1] 1 0 


所 以 C1y 02 » O03 线性 无 关 . 添加 oa4 于 oazy0s ,考察 Qa 是 否 能 由 Qi. 
2 ,03 线性 表示 , 今 4 一 说 G1 十 Kz@z 十 ka03 ,展开 得 


ki Bk 一 1 一 3 
一 8 十 8 一 
3ki 十 2hk; 二 5 


dK 十 ks 十 Shs 二]0 
3 十 31 十 2 一 
解 这 个 方程 组 得 ji 二 kp 二 二 1. 所 惧 二 Qi 十 0 十 05. 
同 理 可 得 05 一 0 一 2 一 (3。 
所 以 es oz, os 是 极 大 无 关 组 ， 秩 (al ,oz yasya4ya5j 一 3. 
解法 二 以 a,a:,… ,os 为 列 作 和 矩阵 4. 对 4 施行 行 初等 变 
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换 , 得 


1 3 -1 3 -| ] 3 1] 3 -1l 
0 -1] 1 0 0 0 -1 1 0 0 
A=13 2 0 5 1|—» 10 -7 3 -4 4 
4 1 5 10 -2 0 -ll 9 -2 2 
3 3 2 8 -2 0 -6 5 -1 1 
1 2 0 3 -1l 1 0 0 1 1 
0 -1 1 0 0 0 0 1 1 -i 
—_ 10 -4 0 -4 4.—»>|0 1 0 1 -1|=8 
0 -2 0 -2 2 0 0 0 0 0 
0 -1 0 -1 1 0 .0 0 0 0 


易 见 ,矩阵 8 的 列 向 量 组 81, 1, 6 线性 无 关 , 且 B= 十 Bi 十 
ps,pbs= fi— ps— bs. 由 例 { ,a yazyas 线性 无 关 , 且 4 二 Q1 十 2 十 
C3y05 一 CI 一 Co 一 03。 所 以 Ql O29 3 是 原 向 量 组 的 极 大 无 关 组 , 且 秩 


(ay 029 03 ,04 .050 = 3. 


注意 必须 对 4 的 行 施行 初等 变换 才能 保证 4 的 列 问 量 组 


与 8 的 列 阿 量 组 有 相同 的 线性 关系 . 

例 9 设 有 向 量 组 f= (a,8,8,*** ,6,6). pl 二 (3,a,b,……,b,6b), 
bi 二 6,6,6 ab) ,PB 一 必 ,5,5b,… ,5,4) 满 足 条 件 a 十 (x 一 1)6 
二 0, 试 决定 其 中 线性 无 关 问 量 的 个 数 . 

解 ” 这 是 一 个 用 字母 表示 的 问 量 组 ,分 两 种 情况 讨论 如 下 . 

(1)a 二 0. 这 时 5 二 0, 所 有 问 量 都 是 零 问 量 , 故 线性 无 关 问 量 个 
数 为 0. 

(2)a 天 0. 由 让 十 户 十 … 十 有 =0 知 避 ==- 忆 一 一 … 一 Be 故 
Pi, ,pb, 中 ,线性 无 关 回 量 个 数 小 于 或 等 于 n-1. 由 2 天 0,4 十 (一 
1)5 一 0 知 0 天 0 天 oa 设 和 (ae 0 8) 十 下 (5e 66) 十 十 kb 
(00) 一 0. 比较 左右 两 端 最 后 一 个 分 量 知 所 十 各 十 … 十 
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aa Me -aa 


,1 二 0. 又 由 第 i 个 分 量 知 ka 十 (Ok) =h(a—b) 一 0. 但 a 一 5 关 
0, 所 以 /一 000 一 1., 2 ,2-1). 这 了 恕 证 明了 6 66 线性 无 
关 . 因此 上 述 回 量 组 有 n-1 个 线性 无 关 的 问 量 , 日 Bi, Bis Bri 斌 
是 该 向 量 组 的 极 大 无 关 组 . 

三 、 和 矩阵 秩 的 计算 与 证 明 


例 10 设 
1 1 2 5 7 
,137 1 
1] 3 4 9 13 
1 4 5 1 16 
求 4 的 秩 . 
解法 一 ”对 4 施行 初等 变换 ,得 
1 1 2 5 z 1 1 2 5 7 
237 10 C3 1123 
1 3 4 9 13 0 2 2 4 6 
1 4 5 11 16 0 3 3 6 9 
] 1 2 5 7 
Co 0 1 1 2 3 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 


显然 秩 5 一 2. 因 此 , 秩 4=2. 
解法 二 4 有 一 个 二 阶 子 式 | | 0. 所有 包 全 的 
阶 子 式 
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] 1 2 | 1 9 ] 7 
1] 2 3|=0, 1 2 7|=0, 1 2 10|=0. 
1 4 5 ] 4 1 1 4 16 
所 以 , 秩 4 一 2 
解法 三 ”由 解法 一 知 ,4 通过 初等 变换 得 
1 1 2 5 7 
4 二 0 1 1 2 3 
0 2 2 4 6 
0 3 3 6 9 


] 
4 有 一 个 二 阶 子 式 D= 1 | #0 由 行列 式 性 质 知 , 所 有 包含 D 


的 三 阶 子 式 都 为 零 . 所 以 , 秩 4 一 秩 41 二 2. 

说 明 解法 一 是 求 数字 和 矩阵 秩 的 常用 方法 . 解法 二 计算 量 较 
大 . 通常 将 两 种 方法 相 结合 , 即 用 解法 三 . 

例 11 求 z 阶 矩阵 (> 了) 


] a a 

a 1 a 
4 二 

a a ] 


的 秩 

分 析 这 是 含有 参数 的 矩阵 ,在 解 的 过 程 中 要 注意 对 参数 进 
行 讨论 ， 

解 各 行 加 到 第 -- 行 ,得 


1 十 (?-1) 1+(-l) 1 二 (1]17a 
a l a 
A—» 
a a | 


, | 村 ,用 1 和 锯 第 _. 石 
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各 行 减 去 第 一 行 的 e 倍 ,得 
1 1 … 1 


0 0 … 1-c 
(1) 当 o 关 一 一 1, 且 5 天 1] 时 ， 14| 关 0, 秩 A=n. 


(2) 当 a= 一 一 时 ， 


n— 1 
1 ] 
| -1 元 
1 1 
A 二 Rn- 1 nn-] 
] 1 
nl i | 
14| = 一 0, 有 一 个 ?一 1 阶 子 式 
] 
| 
1 ] ,1 
Dp, = z n- 1 nn- 1 
1 ] 
RI ai 1 
一 | "< 1 十 1 0 
n— 1 1 一] 


所 以 , 秩 4 一 2 一 1 
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所 以 , 秩 A= 1. 
例 12 4,& 取 何 值 时 ， 
和 1 2 —3 2 


的 秩 是 一 个 偶数 ? 
分 析 因为 矩阵 4 有 一 个 二 阶 子 式 不 等 于 零 , 所 以 问题 归结 
为 ,4 取 何 从 时 ,4 的 所 有 三 阶 子 行列 式 为 索 . 此 时 秩 4=2. 为 此 ， 


首先 确定 参数 的 取 值 范围 
解 ” 令 行列 式 
2 一 3 2 
2 1 一 !|=0， 解 得 = 性 
2 一 | 4 
下令 行列 式 
A 1 2 
2 -3 2|=0, 
A -1} 2 
解 得 一 0 或 1 或 一 二 
当 4 二 0,4 一 二 时 ， 
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0 1 2 -3 2 0 1 2 -3 2 
4 0 -3 2 1 -1 0 0 8 -8 9 
0 -1 2 -1 0 0 4 -4 > 
0 2 -3 2 
— i0 0 8 -8 5 
0 0 0 0 0 
所 以 , 秩 4 二 2. 


类 似 地 ,可 以 验证 当 4=1,4= 志 以 及 4 二 一 万 ,4= 坟 时 , 秩 4 
=2, 且 除 4== 方 ,4 二 0 或 4=1, 或 4 一 一 地 外 ,其 他 任何 4 及 4 的 
值 都 不 能 使 4 的 所 有 三 阶 子 式 为 0. 所 以 , 当 且 仅 当 ) 一 0,x 一 子 或 


14=1,p 一 方 或 4= 一 廊 ,p 二 方 时 ,4 的 秩 是 偶数 | 

例 15 设 4 是 一 个 m 行 矩阵 , 秩 4=", 从 4 中 任意 取出 s 行 ， 
作 一 个 s 行 的 官 阵 B, 证 明 秩 B 之 7 十 s 一 m. 

证 明 设 秩 B=t, 仅 须 证 7? 一! 志 m 一 s. 

设 和 矩阵 4 的 行 向 量 组 为 mw, …，a， 和 矩阵 有 的 行 癌 量 组 为 
OG; 9 i, 9""" ;0 (1 mn) ,其 极 大 无 关 组 为 Qj; ? ji, 9 9 
oj vt 一 秩 B. 因为 秩 4=?, 所 以 可 在 4 中 除去 B 所 在 的 行 外 ,在 余 
下 的 m 一 s 个 行 向 量 中 适当 选取 7 一 1 行 添加 到 OQ; 9 Cj 9" 0 ,得 到 
4 的 行 问 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 , 因此 ,一 二 mm 一 s. 从 而 上 之 7 十 s 


例 14 讽 
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其 中 A 是 i 阶 方 阵 , 2u 一 ”证 明 : 秩 4 一 2 秩 A.. 
证 明 用 数学 归纳 法 . 
当 s= 二 1 时 ,4=4, 秩 4 二 秩 41, 结 论 正 确 . 
设 结 论 对 3 一 ] 成 立 ,将 4 写成 


人 


其 中 b 是 As ,A3,'*' ,A, 放 在 一 起 所 成 的 子 阵 . 设 秩 41 二 71, 秩 B=t, 
在 41,B 中 分 别 取 一 个 7 阶 子 式 |41| 关 0 及 t 阶 子 式 |42| 关 0. 因此 


4 0 A 0 
4 有 n+t 阶 子 式 | ， 0 故 生 阵 | ， | 的 列 线性 无 关 ,4 


(8) 在 4 中 所 在 的 列 的 极 大 无 关 组 是 4(4:) 所 在 的 列 . 故 4= 
] 41 0 

“| 的 任 一 列 均 可 由 | | 与 | ， | 的 列 线性 表示 . 所 以 秩 4" 
十 上 一 秩 4 十 秩 B. 由 归纳 假设 知 , 秩 B= 秩 4 十 … 十 秩 4.. 于 是 秩 
4 一 之 秩 4,. 证 毕 . 

把 矩阵 的 秩 与 方程 组 的 同 解 联系 起 来 ,也 是 一 种 求 秩 的 方法 ， 
这 里 要 用 到 如 下 结论 : 

设 4 是 rxXs 引 阵 ,B 是 sxn 逢 阵 , 则 方程 组 (4B)X=0 与 BX 
一 0 同 解 的 充分 必要 条 件 是 秩 (4B) 王 秩 8B( 证 明 见 3 2 例 9). 

例 15 设 4,8 分 别 是 实数 域 R 上 的 sxz 和 矩阵 及 sXm 征 阵 ， 
证 明 : 

(1) 秩 44 一 秩 4; 

(2) 存 在 R 上 的 nXm 第 阵 C 使 4'4C= 4'B. 

证 明 〈1) 仅 须 证 (44)X=0 与 48 一 0 同 解 . 

显然 ,4X=0 的 解 是 (4'4)X=0 的 解 . 因此 ,只 要 证 明 (4'4)X 
一 0 的 解 是 4X 一 0 的 解 . 

设 Xo 是 (4'A4)X=0 的 解 ,Xo 是 属于 严 的 一 个 维 列 癌 量 , 那 
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么 (44)Xo 一 0, 则 Xo(C44)Xo 一 0, 从 而 (4XoJ(C4Xo) 一 0. 由 已 知 条 
件 4X 是 实 矩 阵 , 设 


1 A0 一 


则 CAXO)' (4X0) 一 (oemye) |= 2 d=0 


而 c 是 实数 ,所 以 c=0(0 一 1,2,… ,s) ,Bj AX, = 0. 
综 上 所 述 ,(4'4)X=0 与 4X=0 同 解 . 故 秩 (44) 一 秩 4. 
注意 ” 当 4 是 复 和 矩阵 时 ,结论 不 一 定 成 立 . 例如 


| | |， |， | | 
4 一 ， 4 4 一 一 

; 0 0 0 0 0 0 
所 以 秩 4 关 秩 (4'4). 

dl CI2 Cl 

{21 G22 “0G2n 


(2) 设 4= 


名 中 


4 的 第 ;行为 w= (aayaz…aas)(G 一 1,2，……，s)， 则 
机 一 (Coco ,0 ,). 

设 8 的 第 j 列 为 太一 (B15b29 5b)' 7 一 1 2 0). 另 知 ， 
4 4 的 列 以 及 4 都 是 xy oo 的 线性 组 合 . 
所 以 秩 (4' 4) 委 和 多 (4 4,4 及 ) 委 黎 4 三 秩 4= 秩 (4 4). 从 而 秩 (4 
4)= 二 秩 (4'4,4!B,). 故 方 程 组 (44)X=4p6; 有 解 (参看 8》2). 令 对 
应 p; 的 解 是 C;, 则 C= (C1,0C2,…* ,Cn) 即 为 所 求 的 窍 阵 . 

例 16 设 4,8 均 为 实 窍 阵 , 阁 B4 二 8, 则 称 8 是 4 的 左 首 ,证 
表 .4 存在 无 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 
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证 明 设 4 是 sx 和 宅 阵 . 

必要 性 若 B4= 忆 , 则 ?一 秩 8 一 秩 (54) 魏 秩 4. 另 一 方面 , 秩 
4 委 列 数 "所 以 秩 4 一 %. 从 而 4 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 

充分 性 ” 设 4 的 列 向 量 组 线性 无 关 ， 则 秩 4 二, 由 例 15 知 ， 
秩 (4'4) 二 秩 4 二 7n. 故 44 可 道 ,(4'4X' 存 在 . 令 B= (4 4) 4 出 
BA= (A'A)'A' 4A=8, 即 B 是 4 的 左 逆 . 

例 17 设 4,B,C,D 分 别 是 Xi， 1Xm,m Xnsn Xk 各 院 , 试 证 ， 

(1) 若 秩 (D4)= 秩 4, 则 秩 (D4B)== 秩 (4B). 

(2) 若 秩 (BC)== 秩 8B, 则 秩 (4BC)== 鞭 (4B). z 

证 明 〈1) 仅 须 证 方程 组 (D4B)X=0 与 方程 组 (48)X=0 同 
解 . 

显然 ,方程 组 (453X=0 的 解 都 是 方程 组 (D4B)X=0 的 解 . 

” 设 X,。 是 方程 组 (D4B)X==0 的 任 一 解 , 则 (D4B)X。 二 0, 妈 (D4) 
(BXo) = 二 0. 由 题 设 条 件 知 ,方程 组 (D4)X=0 与 方程 组 4X 一 0 辣 
解 , 故 BX, 是 4X 一 0 的 解 ， 由 有 A(BX,) = 二 0. 因此 (4B)X 一 0. 故 和 0 
是 方程 (4B)X=0 的 解 . 

综合 上 述 , 方 程 组 (4B)X=0 与 方程 组 (D4B)X=0 同 解 , 因 
此 , 秩 (D4B) 一 秩 (4B). 

(2) 注 意 到 秩 (48C)== 秩 (4BC) 一 秩 (CB8 4)， 秩 (4B)= 秩 
(4B)' 一 和 铁 (BP 4 ) ,因此 仅 须 证 秩 (CB4)= 秩 (有 小 ) 即 可 . 

由 题 设 条 件 , 秩 (C'B)= 秩 有 .由 (1) 的 结果 , 秩 (C"B4) 一 秩 
(B4). 从 而 有 秩 (4BC) 一 秩 (45)， 

应 用 上 抢 阵 的 等 价 标准 形 ,常常 可 以 使 问题 简化 . 

例 18 证 明 ; 一 个 秩 为 的 sxXr 甜 阵 4 总 可 以 表 为 ?个 秩 为 
1 的 矩阵 的 和 ， 

证 明 因为 秩 4=7, 所 以 存在 可 逆 逢 阵 P 和 8 使 


po-|® 1 
“10 0 
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二 的 Ye : 
Io 0 


sXr 窍 阵 , 则 4=PiB1Q! 十 P18w@! 十 … 十 P1BmQ1. 因为 P',9"1' 都 
是 可 逆 的 ,所 以 秩 (P18,01) 二 秩 B=1. 

例 19 设 4 是 ax (n 二 1) 矩阵 ,是 n 阶 单 位 矩阵 ， 证 明 ;存在 
(2 十 1)Xa 和 窍 阵 X 使 4X 一 成 立 的 充分 必要 条 件 是 秩 4 一 m， 

证 明 ”必要 性 因为 4 是 nx Oo 十 了 外 隆 ,所 以 和 A 三 n. 又 因 
为 秩 4 之 秩 (4X)= 秩 B=n, 所 以 秩 4 一 让 …; 

充分 性 ”因为 秩 4 一 所 以 存在 可 选 抵 阵 p 和 4 ,使 


A=P(B, 0. 令 X="| Pr, 则 有 


4X 一 P( 有 ，0)0 .Gd Ppp 一 及 
例 20 设 4 是 mxn 和 矩阵 ， 5 荐 oxs 生 隆 , 证 明 
(1) 秩 4 十 秩 B 一 * 雪 秩 (4B); 
(2) 厂 秩 4=z, 则 秩 (48) 一 秩 B; 
“(3) 若 秩 5=x*, 则 秩 (4B) 一 秩 4. 
证 明 (1) 设 秩 4=7, 秩 B= 二 7;, 秩 (4B)==7, 则 存在 可 逆 矩 阵 


P 和 ,使 
E, 0 
ww 
0 0 


Bb. 并 时 
， ‘PAD CO B= 


P 1] XX 


018 一 


(a-r ) Xs 


秩 (P40) (018)= 二 秩 (P4B)== 秩 (4B)=7. 在 18 中 , 秩 (@18) 
一 秩 58 一 72， 秩 (B. 一 秩 (P49) (0918) 一 秩 F， 故 7 -之 7 那么 ;从 
Bo 的 一 71 个 行 问 量 中 ,适当 选取 7: 一 7? 个 行 向 量 与 B, .中 ”个 
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线性 无 关 的 行 同 量 一 起 ,可 构成 018 的 行 同 量 组 的 一 个 极 大 无 关 
组 .因此 ” 六 之 7 一 " 即 7 守 ri 十 ?7s 一 n. 也 就 是 秩 (4B) 之 秩 4 十 秩 
已 -一 28. 

由 此 可 得 ,大 48 二 0, 则 秩 4 十 秩 B<n. 

(2) 因 为 秩 (4B) 委 秩 了 ,由 (1) 得 

秩 (4B8) 之 秩 4 十 秩 5 一 "一 2 十 秩 B 一 2 一 秩 B. 

所 以 , 秩 (4B) 一 秩 8 

(3) 的 证 明 与 (2) 类 人 羽 . 

例 21 ( 满 秩 分 解 定 理 ) 设 4 是 秩 为 "的 mx 和 矩阵 , 则 4= 
HL, 其 跨 是 mXr 列 满 秩 阵 ,L 是 ?Xn 行 满 秩 阵 . | 

证 明 因为 秩 4=7r, 所 以 存在 可 道 窍 阵 了 了 和 使 


an|® | 
10 0 4 
放 4=P| 0 | 0. 令 H=P| |b 0)98, 则 4=HEL. 又 因 


为 P,9 都 是 满 秩 的 ,所 以 秩 如 一 秩 | | 一 ", 身 L 一 秩 (B，0) 一 ” 


例 22 证 明 : 秩 (4BC) 之 秩 (48B) 十 秩 (BC) 一 秩 B. 

证 明 令 8=HL,H 是 列 满 秩 阵 ,L 是 行 满 秩 阵 , 则 4BC = 
(AH) (LC). z / 

秩 (4BC)= 秩 (4H)(LCO) 之 秩 (4H) 十 秩 (10) 一 I 的 行 数 . 

下 面 证 明 ; 秩 (48) 二 秩 (48), 秩 (LC)= 秩 (B80),LC 的 行 数 = 
秩 8. 

秩 (4B) = 秩 (4HL),L 是 行 满 秩 阵 . 由 例 20 知 , 秩 (A4HL) 一 
秩 (4H). : 

秩 (5C) 一 秩 (CHIC) ,如是 列 满 秩 阵 , 由 例 20 知 , 秩 (HLC)= 
秩 (LC). 

IC 的 行 数 二 L 的 行 数 = 秩 工 == 秩 (HL)== 秩 B. 
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秩 (4BC) 之 秩 (4B) 十 秩 (B8C) 一 秩 B. 


3 2 ”线性 方程 组 


基本 概念 与 结论 
一 、 章 次 线性 方程 组 


议 有 章 次 线性 方程 组 

ao 一 0 一 1 ,2 ,S) (7 ) 
| 

征 阵 
Qil Ci2 al 

4 二 2 G22 {2 (a EP) 

tds! Gs2 “** dsw 

称 为 方程 组 (7) 的 系数 矩阵 . 


1. 设 ca 是 齐 次 线性 方程 组 (7) 的 一 组 解 . 如 果 

(1)oyc or 线性 无 关 ， 

(2) 方 程 组 (7) 的 任 一 个 解 均 可 由 oo，…% 线性 表示 , 则 称 
oo 是 (7) 的 一 个 基础 解 系 . 

注意 ” 当 齐 次 线性 方程 组 只 有 零 解 时 , 则 不 存在 基础 解 系 . 

2. 方程 组 (7) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 秩 4==*<n. 此 时 ， 
方程 组 (7) 有 基础 解 系 , 且 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 为 一 7. 

3. 议 方程 组 (7) 的 系数 矩阵 的 秩 为 ”, 则 方程 组 (7? 的 任意 "一 
7 个 线性 无 天 的 解 都 是 (7) 的 基础 解 系 . 

4. 齐 次 线性 方程 组 的 方程 个 数 小 于 未 知 量 个 数 时 ,方程 组 有 
非 零 解 . 
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注意 ”这 只 是 有 非 零 解 的 充分 条 件 , 而 不 是 必要 条 件 . 例如 ， 


Xl 十 27; 二 0 
(有 非 零 解 ,但 方程 个 数 等 于 未 知 量 个 数 


5. 当 方 程 个 数 等 于 未 知 量 个 数 时 ,方程 组 (7) 有 非 零 解 的 充分 
必要 条 件 是 |4|=0. 

6. 齐 次 线性 方程 组 解 向 量 全 体 组 成 的 集合 了 称 为 齐 次 线性 
方程 组 的 解 空间 , 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 4 一 r(n 是 未 知 量 个 数 ,7 
是 系数 年 阵 4 的 秩 ) 称 为 解 空间 的 维 数 . 

二 、 一 般 线性 方程 组 

设 有 一 般 线 性 方程 组 


2 jax,=b, (i=|],2,. ,8). (8) 
了 一 1 
定 阵 
dil di2 dl 
C21 22 d? 
4 一 
Cs1 G9 (sn 
称 为 方程 组 (8) 的 系数 矩阵 . 
. 矩阵 
dl 2 "°° Ci。 bi 
-一 d21 dz '"* 02 02 
4 一 
| 0s7 ~ Us 0， 


称 为 方程 组 (8) 的 增 广 矩阵 . 对 于 一 般 线性 方程 组 ,主要 讨论 四 个 
问题 ; 解 的 存在 性 、 个 数 、 求 法 以 及 解 的 结构 ， 
1. 解 的 判定 定理 ”方程 组 (8) 有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 秩 4 
二 秩 4. 
2. 设 秩 4 一 秩 4==7, 则 方程 组 (8) 有 了 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 
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"二 ,方程 组 (8) 有 无 限 多 解 的 充分 必要 条 件 是 "<x. 
3. 解 的 结构 定理 ” 当 方 程 组 (8) 的 常数 项 均 为 0 时 ,方程 


组 awry 一 0Gi 一 1,2,…,s) 称 为 (8) 的 导出 方程 组 . 如 果 1 是 方程 
组 (8) 的 一 个 特 解 ,a1,0.,… ,0 是 其 导出 方程 组 的 一 个 基础 解 系 ， 
则 方程 组 (8) 的 全 部 解 就 是 4 十 ha 十 … 十 h-,0,,, 其 中 是 矩阵 4 
的 秩 , 必 ,by…,5-, 是 数 域 P 中 的 任意 数 ， 


点 用 举例 


一 、 一 般 线性 方程 组 的 解 
一 般 线性 方程 组 的 解法 有 :(1) 消 元 法 ; (2) 公 式 法. 对 未 知 量 
个 数 与 方程 个 数 相 等 旦 系数 行列 式 不 为 堆 的 线性 方程 组 还 可 以 用 
克 莱 姆 法 则 . 实际 问题 中 常用 的 是 消 元 法 . 
例 1 4 取 怎 样 的 数值 时 ,线性 方程 组 
ATi 十 Tz 十 273 一 374 二 2 
tn 
Maz 一 2 十 2z3 一 241 一 一 上 


有 人 解 ? 


解 对 方程 组 荐 | 矩阵 的 行 施行 初等 变换 ,得 
和 2. -3 2 
A=|X -3 2 1 -1 


~ -1 2 -1 -1 
[3 二 2C-4)] i ] 2 -3 2 
CO 94 2-24 13) -1-24 


0 

0 -1 十 3 和 2-24 -1-4 -1 十 4 
A 1 2 -3 2 

0 -3-4 2-24 1-34 -1-24 
0 


[3 二 2(-1) |] 
2 二 44 0 -2-4% 34 
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可 见 , 当 4(2 一 2 和 )(2 十 4 关 0, 即 天 0,1 天 1 天 二 时 , 秩 4 


一 秩 4 一 3. 故 方程 组 有 解 . 
当 ;一 0 或 1 一 1 或 一 一 村 时 ,方程 组 无 解 ， 
例 2 a,5 取 何 值 时 ,方程 组 
ax1 十 zy 十 27z3s 一 ] 
| (20 一 1)zz 十 3z3 一 ] 
az 十 zx? 十 (8 十 3)73 一 如 一 ] 
有 唯一 解 . 没 有 解 .有 无 穷 多 解 ? 在 有 解 情 况 下 求 其 解 . 


解 
a b 2 
p=ia 2b1 3 |1=a(b—1)G@+1) 
a b b+ 3 
当 a 天 0,5 尖 士 1 时 ,D 关 0. 由 克 莱 姆 法 则 知 ,方程 组 有 了 唯一 解 ， 
5—5 一 4 2(25—1) 
TBH 2 641 bl 


当 D=0 时 ,分 以 下 四 种 情况 讨论 : 
(1)5==1,4a 关 90, 此 时 , 秩 4 一 秩 4 二 2. 方程 组 有 无 穷 多 解 : 


] 一 并 
了 1 一 -2 一 0,7z2 任意 . 


(2)b 二 1,a 二 0. 此 时 , 秩 4== 秩 4= 2. 方程 组 有 无 穷 多 解 : 

zl 任意 ,xs 二 1;x; 二 0. 
(3)5 二 一 1. 此 时 , 秩 4 二 2, 秩 4 二 3. 方程 组 无 解 . 
(4)5 关 十 1,a 二 0. 当 5 关 5 时 , 秩 4 二 3. 方程 组 元 解 . 当 5 二 5 


时 ,有 无 穷 多 解 :1 任意 ,zz 一 一 村 ,二 全 
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Te | lo— 


让 


一 人 ps 


、 例 3 证 明 : 线 性 方程 组 
2 7 一 az 十 az 十 十 az 
227sy 一 g2171 十 qz272 十 十 qz, 7 
27 一 GZ1 十 GZ 十 十 Goazs 
只 有 唯一 的 专 解 . 
分 析 经 整理 可 以 看 出 ,这 是 食 有 2 个 未 知 量 ”个 方程 的 齐 
次 线性 方程 组 . 要 证 明 它 有 唯一 的 零 解 ,只 需 证 明 其 系数 行列 式 不 
为 零 即 可 . 
解 ”系数 行列 式 


411-2-1 他 12 hs dn 
p= G21 qa»2-2™ Ce 
ol G2 dua-2 

2 。 qu-1 21 ® {12 2! al 

27 好 21 22 . a2-] 2 他 2 


[和 


一 21，232…2"，D 


把 户 按 列 分 拆 成 2 个 行列 式 ,其 中 除 一 个 主 对 角 线 元 素 为 一 1， 
其 余 元 素 为 0 的 行列 式 外 ,其 余 2 一 1 个 行列 式 值 均 为 偶数 ,所 
以 ,DD 二 (一 1)" 十 D2. 六 是 偶数 , 故 D1 关 0, 从 而 D 关 0. 所 以 , 原 方程 
组 有 唯一 的 零 解 . 


了 


例 4 证 明 : 方 程 组 
aizl 十 alzza 十 … 十 az 二 器 
Qaizi 十 G227T2 十 … 十 gzazr 一 02 
Qazi 十 aa27Z2 十 … 十 Gazr 一 加 
对 任何 by,b;,… ,5, 都 有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行列 式 
证 明 充分 性 ”由 克 莱 姆 法 则 即 得 . 
必要 性 ” 设 系数 矩阵 4== (ai;) 的 行 癌 量 组 为 a1 ,a:,… ,a,, 增 
广 矩阵 为 4. 
假设 141=0, 则 秩 4=r<n. 不 妨 设 4 的 前 7 行 是 行 向 量 组 的 
极 大 无 天 组 . 令 引 二 一 b, 二 b+2 二 "一刀 一 0,b.+1 二 1, 则 增 广 和 矩阵 
4 的 秩 =7* 十 1 天 秩 4 故 方程 组 无 解 , 这 与 题 设 矛盾 . 所 以 14| 冯 0. 
例 5 设 线性 方程 组 
41121 十 61272 十 十 as = 1 
02121 十 62272 十 … 十 Goes 一 b2 
Ga171 十 qrzX2 十 … 十 goa7s 一 0 
的 系数 年 阵 4 的 秩 等 于 佐 阵 


(9) 


bi "ob, 0 
的 秩 , 证 明 ; 方 程 组 (9) 有 解 . 道 命题 是 否 成 立 ? 
分 析 要 证 (9) 有 解 ,只 需 证 明 它 的 系数 符 阵 4 与 增 广 定 阵 
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4 有 相同 的 秩 
证 明 因为 4 的 行 向 量 是 8 的 前 行 ,所 以 秩 4 委 秩 8. 已 知 
秩 4== 秩 8, 所 以 秩 4 委 秩 4. 但 秩 4 委 秩 4, 故 秩 4 一 秩 4. 所 以 方 
程 组 (9) 有 解 . 
道 命 题 未 必 成 立 . 例如 ， 
(人 4=-| 上 | | ] ,| 
xz1 十 2 一 2 1 1 1 1 2 
秩 4== 秩 4=2, 方 程 组 有 和 解 .但 


2 
B= |] 
l 


秩 5 一 3 天 秩 4. 

例 6 设 4, 如 是 数 域 己 上 的 2 阶 方 阵 ,oayaz，…ow3sp， 62， 
hb 分别 是 4,8 的 列 向 量 , 且 线性 方程 组 4X=p, ,AX=p,… ,AX= 
5. 都 有 解 , 求 证 :线性 方程 组 好 = ,BY 二 oo,… ,BY 二 a 都 有 解 的 
充分 必要 条 件 是 秩 4 一 秩 B. 

分 析 要 证 秩 4== 秩 B, 只 要 证 明 4 的 列 回 量 组 &i,@s,… ,a 
与 b 的 列 和 癌 量 组 jp 等 价 即 可 . 

证 明 由 题 设 AX=p1,4X=P,，,… ,AX 一 p, 都 有 解 知 , 秩 A= 
秩 (4, 58 三 秩 (4,5) 一 … 一 秩 (4,1). 因 此 ,pp 可 由 a1， 
@2，… ,0, 线性 表示 . : 

必要 性 ”由 BY 二 a,BY=@a,*,BY= a 都 有 解 知 , 秩 B= 我 
(B,%)= 二 秩 (B,@) 二 … 二 秩 (B,o). 因此 ,a ,Qs,… ,a 可 由 pi, pz, 
… ,hb. 线性 表示 . 从 而 向 量 组 a1 ,04:，… ,a 与 向 量 组 ,PB:，… ,pb 等 
价 , 所 以 , 秩 4= 秩 8. 

充分 性 已 知 秩 4= 秩 B. 即 秩 {oelyoz，…，o%}) 一 秩 (A pp 
有 .由 题 设 推 知 PP，…8. 可 由 wy 线性 表示 ,那么 Bi， 
f，… ,hb 的 极 大 无 关 组 可 由 ww,…，o 的 极 大 无 关 组 线性 表示 ， 
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由 替换 定理 ,pp;,p,，…,p 的 极 大 无 关 组 与 a ,91,… 的 极 大 无 

关 组 等 价 , 所 以 a ,a@2,… ,a 与 16 ,8. 等 价 .因此 aas ya 

可 由 户 ,Pe，…,p. 线性 表示 .于 是 , 秩 (B,a) 三 秩 (B,a) 一 … 一 秩 

(8B,a) 二 秩 B. 因此 ,方程 组 B= 二 a ,BY = 二 a ,… ,BY 二 0 都 有 解 . 
例 7 设 


[和 


Url FP “2 Cn 


为 实数 域 上 的 矩阵 , 且 > (i 二 1,2,…,7). 证明， 
14| 关 0. 

分 析 ” 石 能 证 得 方程 组 4X==0 只 有 和 零 解 , 即 可 证 得 |4| 关 0. 
为 此 , 需 证 对 任意 一 组 不 全 为 零 的 数 bh,…,b 存在 某 个 《, 使 
Zwby #0 名 可 ， 

证 明 对 任意 的 一 组 不 全 为 0 的 数码 ,…,b, 设 |B| 一 max(| 


by | |b2| ,os 6 |) ,RM aw. =|onl > 之 ol 之 


ai| | 已， | 一 之 [a,b; | 之 | mo， b; |. 因此 ， Doont 之 oo 天 
0. 于 是 方程 组 AX 二 0 5 只 有 零 解 故 14| 关 0， 
例 8 证 明 : 方 程 组 
QZ1 十 al72 十 … 十 anzs 一 六 
dz171 十 a2272 十 十 qo、 一 b, 
(10) 


an121 十 am2zz 十 … 十 Gnat, 一 加 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 
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Cl11g 1 十 Qo1d2 十 ，… 十 min -一 0 


12%! 十 G2282 十 十 mn2gnm 一 0 (11) 


LL 


Gnd 1 十 Qundf2 十 "™® 十 Um dm 一 0 


的 每 个 解 Cc CC29 ,cu) 都 适合 24cz 一 0 

证 明 必要 性 ” 设 方程 组 (10) 的 系数 矩阵 为 4= (co ), 增 广 
着 阵 为 4 一 (A,B) .B= (六 .用 。 

设 二 (hk, ,hk) 是 (10) 的 一 个 解 , 则 4K' ==B. 设 C= (oi， 
c2，"… Cn) 是 (11) 的 任 一 个 解 , 则 有 4 C0C' ==0. 于 是 ,CC(AK' ) 一 CB， 


(CB)' = (CAK')' 二 KA4'C' 二 0. 也 就 是 cb 一 0. 
i = 1 


充分 性 ”只 须 证 秩 4 一 秩 也 , 则 方程 组 (10) 有 解 
设 4 的 行 向 量 为 ma,…:an,4 的 行 向 量 为 ac ,at,… ,an, 且 秩 
4 一 r. 若 7+ 二 m, 则 秩 4 二 m. 故 秩 4 一 秩 4. 若 >< mm, 不 妨 设 ai, ai， 
… ,a 是 4 的 行 向 量 组 的 极 大 无 关 组 , 则 只 须 证 a ,6，… ,a 是 
4 的 行 向 量 组 的 极 大 无 关 组 . 首先 ,由 ai,az,… ,a 线性 无 关 易 知 ， 
Gay oa On 线性 无 关 . 其 次 ,每 个 w(<5 魏 m) 可 由 a ,942,… ,a 线 
性 表示 , 故 存在 ,fo,… ,使 aj 二 a 十 0z 十 … 十 boar, 也 就 是 
kG 十 0 十 十 kb, 一 @j 二 0. 由 此 可 知 , ki, ，… ho ,0 1, 
0) 是 方程 组 (11) 的 一 个 非 零 解 . 由 题 设 ,十 kzbz 十 … 十 kb, 一 bj 一 
0. 即 5 二 D1 十 Kb 十 下 十 hb,. 因此 ,Qj 二 a 十 kz0z 十 … 十 a. 于 
是 ,五 ,五 ,…, 云 是 A 的 行 向 量 组 的 极 大 无 关 组 . 故 秩 二 秩 4 二 7. 
二 、 基 础 解 系 
例 9 设 4 是 *Xs 和 矩阵 ,B 是 sXz 和 矩阵 ,证 明 : 方 程 组 (4B)X 
一 0 与 BX 一 0 同 解 的 充分 必要 条 件 是 秩 (4B) 一 析 B. 
证 明 必要 性 已 知 (4B)X 一 0 与 BX=0 同 解 ,那么 它们 有 
相同 的 基础 解 系 . 所 以 x 一 秩 (4B) 二 x 一 秩 B. 从 而 秩 (45) 一 秩 B. 
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充分 性 ”因为 秩 (48)= 秩 B. 所 以 n 一 秩 (48)==n 一 秩 B. 可 
见 ,方程 组 (48)X=0 的 基础 解 系 与 方程 组 BX=0 的 基础 解 系 所 
含 解 品 量 的 个 数 相同 . 显然 ,方程 组 BX 二 0 的 解 都 是 (4B)X=0 的 
解 . 因此 ,BX=0 的 基础 解 系 也 是 (48)X=0 的 基础 解 系 . 所 以 ,BX 
二 0 与 (4B)X 一 0 则 解 . 


例 10 设 齐 次 线性 方程 组 2 ou 一 0G 一 1,2,…,m) 的 系数 和 
列 式 D==0, 而 D 某 一 元 素 的 代数 余子 式 4 天 0, 证 明 : 这 个 方程 
组 的 解 都 可 以 写成 (tdiyktdas,… ,td4i) 的 形式 ,此 处 上 是 任意 数 . 

分 析 ”要 证 方程 组 的 解 都 可 以 写成 (tkds，…，kdias) 的 形 
式 , 只 要 证 (hn,4w，,… ,4,) 是 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 即 可 .为 
此 ,首先 考虑 系数 官 阵 的 秩 . 

证 明 方程 组 的 系数 矩阵 


dl Gl2 ‘ln 


| (ln 下 dd 


由 于 D= 14|=0,o 的 代数 余子 式 4 关 0, 因 此 ,4 有 一 个 x 一 1 阶 
子 式 闫 0. 所 以 秩 4=n 一 1. 从 而 之 wz 一 0G= 1 ,2,… ,7) 的 基础 解 


系 所 含 解 的 向 量 个 数 为 4 一 (n 一 1) = 1 个 . 又 因为 27o 4 
(人 
0， 7 天 2 
一 个 基础 解 系 .方程 组 的 解 都 可 以 写成 (kh ,kh ，… ,4 ) 的 形式 . 

例 11 设 ao,…oa(s<n) 是 s 个 线性 无 关 的 z 维 向 量 , 证 
明 :它们 必 是 某 个 含有 个 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 级 的 基础 解 系 . 
分 析 设 w% 王 (aiyaz，…an(G 一 1 2 s). 巷 oa 和 os 是 
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所 以 ， (A , A ， … ,A。) 是 par;=00= 1 天) 的 


齐 次 线性 方程 组 BX=0 的 基础 解 系 , 则 有 Ba =0 (2= 1 ,*** S)， 
秩 B=n 一 s. 令 n 一 s 二 7?, 可 设 B 是 "xr 定 阵 ， 
Dl Di ，… bs 


bz21 b22 02 
B 一 
D b.» b 
bu 0 
d 性 | 
11 12 1 b., 0 
PT , = 一 (12 = 1 9 。 ,7 ) 
a ds (lan l | 
1 ? D 0 


即 所 求 抢 阵 B 的 列 向 量 是 齐 次 成 4 方程 组 4X==0 的 基础 解 系 , 其 
中 4 的 等 1; 行 是 G1=1,…,s). 
证 明 设 01 二 (qi1 ,a12 9 01) 


Wz 一 《azl 位 22 9 "°° , C28 ) 


GO—= (Gn 94s °° ,dsn) . 
令 4 是 以 a,… ,a 为 行 向 量 的 sxn 和 矩阵 , 作 以 4 为 系数 称 阵 的 齐 
次 线性 方程 组 4X 一 0 则 秩 4==s<n. 设 1 pp- 是 4X 一 0 的 
基础 解 系 ,pb 一 (ba ,bz，*…… ,bi,) (一 1 …) 九 一 3S) Lb/ pis psa,*** ， 
为 行 作 和 矩阵 B, 则 容易 证 明 , 齐 次 线性 方程 组 BX=0 的 基础 解 系 是 
例 12 求 作 一 齐 次 线性 方程 组 ,使 它 的 解 空 间 由 下 列 四 个 癌 
量 生成 : 


1 1 
ol 一 (-1,-1,1,2,0) Q2 一 (5 DD, 4) 


G3 二 (二 ,0,0, 卫 ,1) GQ = (-1,-2,2,9,4) 
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-1 -1 1 2 0 
1 1 1 
了 

“一 | 1 5 
4 0 0 |! 


-1 -2 2 9 4 
求 得 齐 次 线性 方程 组 4X==0 的 基础 解 系 为 
n=(0,1,1,0,0)’ ,2 = (-5,7,0,1,0)’ 
m= (-4,4,0,0,1) 


以 4,y，m 为 行 回 量 作 
0 1 1 0 0 
B= |1-5 7 0 1 0 
-4 4 0 0 1 
则 BX==0 即 为 所 求 的 线性 方程 组 . 
例 13 设 
(1 dl2 Qln dll di2 ain bi 
G2 22 2? 2x | dy 02 1 (2 bb 
A 二 , 及 一 
Gml Um? dmn Cn] tm2 Uma Dn 
尼 ] b) 
v 
X=| |,s=|’ |z0 
TL b, / 
已 知 秩 4= 秩 4 二 7 过 n, 证 明 : 方 程 组 AX=5 有 7 一 ?十 1 个 线性 无 
rtl 
关 的 解 m, 六 ,rr 使 得 tw 也 是 方程 组 AX 一? 的 解 ,其 
4 了 十 | 4 下 十 1 


中 之 所 一 1; 并 且 方 程 组 4X 一 2 的 任 一 解 7 可 写成 9= 和 hh， 其 
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中 之 /太一 1 
证 明 设 Wf 是 方程 组 4A 一 已 的 一 个 解 而 pi bz， 机 ;Pr 是 方程 
组 4X 一 0 的 基础 解 系 , 其 中 17， 都 是 n 维 列 向 量 ， 则 npi, Bb2,** 


6,., 线 性 无 关 ( 否 则 ， 1= Pip, An= Sip = 二 0, 而 如 一 5 关 0, 巴 
盾 ). 令 7 一 有 7 一 1 一 7])7 轿 -+ 一 1 和 舅 知 六 (一 1 一 7 
十 1) 是 4X 一 的 ?一 "7 十 1 个 线性 无 关 的 解 


其 次 , 令 $ 4 Don, 有 D1 = 


pS = ,所 以 ,0 是 AX 二 5 的 一 个 解 


最 后 ， 因为 六 ,92 gr+ 是 4X 一 的 2 一 ?十 1 个 线性 无 关 的 
解 , 易 证 名 一 让; 家 一 锁 ，,… -+1 一 1 线性 无 关 , 且 是 4X=0 的 基 
础 解 系 . 因此 ,4X 一 的 任 一 解 了 7 都 可 以 写成 

7 一 人 太 十 妇 (72 一 力 ) 十 和 十 不 IC7r+1 一 作 ) 

一 (1 一 妇 一 … 一 如)9 十 有 702 十。 十 大 17-r+i 


令 三 一 二 一刀 i +iot2 = ha dirti— ket 


-+ 十 ] 


则 = 二 Do De 


“3 3 广义 道 和 矩阵 简介 


抢 阵 的 着 的 概念 只 对 非 奇 异 的 方 阵 才 有 意义 , 但 是 ,在 实际 问 
题 中 ,我 们 碰 到 的 矩阵 并 不 都 是 方 阵 , 即 使 是 方 阵 也 不 都 是 非 奇 异 
的 ,因此 ,有 必要 推广 矩阵 的 道 的 概念 
本 节 不 准备 介绍 各 种 广义 道 失 阵 , 只 简介 1935 年 Moore 与 
1955 年 Penrose 定义 的 一 种 广义 逆 甜 阵 及 其 性 质 . / 
定义 设 4 是 mXn 甜 阵 , 若 存在 xxm 和 矩阵 了 使 
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(1) 4B8A=/4; 
(HE) BAB=B; 

(HH) (AB)'=AB; 
(N) (B84)'=B4, 
则 称 B 是 4 的 广义 逆 和 矩阵 . 

当 4 是 非 奇异 方 阵 时 , 取 B= 41, 则 B 满足 条 件 (I) 至 (NW ). 
故 广义 逆 窍 阵 是 通常 道 窍 阵 的 推广 . 
定理 1 设 4 是 秩 为 7 的 mxXn 吞 阵 , 则 4 的 广义 道 逢 阵 存 
证 明 存在 性 作 4 的 满 秩 分 解 
A= HL / 
其 中 琅 是 mXr 列 满 秩 阵 ,L 是 +xr 行 满 秩 阵 . 容易 验证 ,nXr 阵 
LCLDL' -1 与 "Xm 阵 (下 好) 再 分 别 是 元 与 妃 的 广义 道 , 令 B 一 DL 
(ED 。(H'H)"H' ,容易 验证 ,B 满足 条 件 (1) 至 (NW). 所 以 ,B 
是 4 的 广义 道 和 矩阵 . 
唯一 性 ” 设 C 也 是 4 的 广义 逆 窍 阵 , 则 
C =CAC=C(AC)'=C0' (ABA)’'=0C0' 4’' (AB)'=0C(AC)' (AB) 
=0(4B)= (CA)'B= (4BA)'C'B= (BA)' (A'C')B= BACAB 
~—BAB=B 
把 唯一 满足 条 件 ( 1 ) 至 (NW ) 的 矩阵 4 的 广义 逆 记 作 4+( 以 区 
别 于 一 般 的 广义 道 4-), 又 称 加 号 道 . 
由 存在 性 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 
At = (HL)+=L+Ht+ 
H+=(H'H)H' 
L+=L' (LD )’ 
0 -1 
1 2 
1 4 


例 设 4= , 求 4+， 


OO 
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5 21irl 2 0 
2 1] =H+=(H'H)H' = 
2 2| 10 1 1 
-二 
6|-2? 15 
1 0 


1] 0 -| 2 _47-i 
| ,| ~=LT1=L' (LL')!=|0 1 | | 


-4 17 
-1 
17 4 
-1 4 


13 19 -7 

1 

+ +7T+tH+ 
.4"=L”H 本 2 5 1| 
-0 1 11 


定理 2 4+ 有 如 下 的 性 质 . 

(1) 秩 4+= 秩 4= 秩 (447+)== 秩 (4+ 4); 

(2) (A+)*=4; 

(3) (4 )+ 一 (4+)》 

(4)(4 A)+=At(A+). 

证 明 (1) 设 秩 4=”,4= 三, 下 是 列 满 秩 阵 忆 是 行 满 秩 阵 ， 
则 H+ 是 行 满 秩 阵 ,Lt 是 列 满 秩 阵 . 由 $1 例 21 知 ， 

秩 (4+)== 秩 (L+H+)= 秩 (H+)== 秩 ((H' H)iH' )== 秩 H' = 
秩 万 一 7. 

又 H+H=E,=LLt+, 故 

秩 (4+4) 二 秩 (L+H+HL)= 秩 (L+L)= 秩 上 L=7 

秩 (44+ )== 秩 (HLL+ H+)= 秩 (HH+)= 秩 H=7 


(2) 由 (I) 至 (WV ) 对 4.4+ 而 言 是 对 称 的 , 即 得 . 
“(3) , (4) 逐 条 验证 (了 工 ) 至 (WN ) 即 可 得 到 . 
下 面 用 广义 逆 窍 阵 判 新 一 般 线性 方程 组 是 否 有 解 ,并 在 有 解 
时 ,把 方程 组 的 任 一 解 明确 表示 出 来 . 
定理 3 设 4 是 mx 矩阵, 则 方程 组 4X=65 有 人 解 的 充分 必要 


条 件 是 AA+b=0 (1) 
当 4X 二 有 解 时 ,方程 组 的 任 一 解 可 表 为 

X=ATb 二 (EB,— A A)u (2) 
其 中 是 任意 维 列 向 量 . : 


证 明 和 铬 4X=5 有 和 解 , 则 由 (I ) 知 ,5 一 AX== A4+ AX 二 A41+4. 

反之 ,将 (2) 代 入 方程 组 4X=6, 利 用 44+14 二 4 以 及 44+5==6 
即 可 得 出 (2) 是 方程 组 4X 一 的 解 . 

其 次 , 设 Xo 是 方程 组 的 任 一 解 , 则 有 AX。==5. 取 一 X ,就 有 
ATbT (BE.— A+ A)u= ATtbu— AT Au= At+ AXo uu— AT AX, =u=—= Xo. 
即 方程 组 的 任 一 解 都 可 表 为 (2) 的 形式 . 


习 是 


1， 求 向 量 组 
al =(1,-1,2,4),a= (0,3,1,2),0 = (3,0,7,14),m=(1,-1,2,0), 
as={(2,1,5,6) 

的 极 大 线性 无 天 组 ,并 用 这 个 极 大 无 关 组 表示 其 余 向 量 . 

2， 设 户 二 @y 十 3 十 十 6;， 席 = 二 十 3 十 十 yb 二 Ql 十 2 十 … 十 
Qi; 试 证 : 。 记 ,P,P 与 aaa 等 价 . z 

3， 设 回 量 组 oaz,… ,a 线性 无 关 , 而 a ,az,… ,a,,B,y 线性 相关 ,证 明 ， 
或 者 与 y 中 至 少 有 一 个 可 以 由 a ,a:,… ,at 线性 表示 ,或 者 癌 量 组 weaz， 
6 与 a ,G0;,… ;yasy 等 价 . : 

4. 设 ,a2,… ,ansa,B 都 是 z 维 向 量 , 试 证 : 若 a 不 能 表 成 c ,Qs,… ,os 的 
线性 组 合 , 但 能 表 成 wo，…an ,8 的 线性 组 合 , 则 8 也 不 能 表 成 wa， ,a 
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的 线性 组 合 ,但 能 表 成 cy, ，,… ,on ,a 的 线性 组 合 . 

5， 设 向 量 组 a1 ,aan 线性 无 关 , 癌 量 组 ,a ,Qa;,… ,an(B 关 0) 线 性 相 
天 , 则 Poor an 中 有 且 仅 有 一 个 回 量 w 可 由 其 前 面 的 癌 量 线性 表 出 ， 

6. 设 4 是 zXs 和 矩 阵 , 试 证 :4 是 右 等 因子 ( 即 存在 8 关 0, 使 B84 二 0) 的 充 要 
条 件 是 4 的 行 回 量 线性 相关 。 

7. 设 4 是 实数 域 P 上 mxn 和 害 阵 ,B 是 数 域 P 上 nxm 甜 阵 , 右 45 一 过 则 
称 8 是 4 的 右 逆 . 这 时 说 4 有 右 道 . 试 给 出 数 域 P 上 圭一 个 矩阵 有 右 逆 的 充分 
必要 条 件 ,并 证 明之 . 

8. 求 4 阶 和 矩阵 


2 1-a l-a 
| lj-a 2 l-a 
A= | 
l-a 2 
的 秩 ， 
9， 设 行列 式 

fd 人 13 好 

个 2 ds» 各 
1 2 _ 1 


生日 二 和 井中 中 生硬 昌 二 中 中 重申 呈 


dnl Qa? wii 全 
All A *** A,) 


的 秩 是 0 或 1. 

10， 设 4 是 三 阶 矩 阵 ,是 4 头 填 ,二 5, 试 证 ; 秩 (4 十 ) 与 秩 (4 一 了) 必 
有 一 个 为 1， 

11， 试 证 ; 秩 (4B 一 ) 志 秩 (4 一 电 ) 十 秩 (B 一 8). 

12. 设 AE PXx", 秩 A 二 + ,证 明 ， 

(1) 存 在 可 地 矩阵 PE P"*" 使 PA=[ Jx, 其 中 B.EP*", 且 秩 BB 一 7 
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(2) 存 在 可 首 窍 阵 QEP*X', 使 外 = (CC.0) “其 中 CE 天 后 , 秩 C 一 ” 
13. 设 4, B,C 都 是 阶 方 阵 , 证 明 : 知 秩 4== 秩 (84), 则 牧 (40)= 秩 
(BAC). 
14. 已 知 4 是 mXn 实 矩阵 ,B 是 xXp 实 矩阵 ,C 是 pxXs 实 答 阵 , 且 秩 4= 
1, 秩 C=p,46C= 一 0 证明 :8 一 0， 
15、(1) 设 X4B= 二 X40C, 日 秩 X4 一 秩 4, 则 4B= 4C;(2) 设 B4Y = 二 C2hY ,日 秩 
4r 一 秩 4, 则 BA4=C4. 
16， 当 4 取 何 值 时 ,线性 方程 组 
(十 3)z 十 2 十 2zs 一 》 
[tr Dnt 
3(4 十 1)z 二 47z 十 (4 十 3)7; 二 3 
(1) 元 解 ; (2) 有 唯一 解 ;(3) 有 无 穷 多 解 . 当 有 无 穷 多 解 时 , 求 出 一 般 解 . 


17， 线 性 方程 组 AX=B (1) 
其 中 
] -2 0 b 
2 0 1 b» 
上 一 2 一 - 
» 8 2 bs 
-4 -1] -] bi 


选取 两 个 B 闫 0, 分 别 使 : (1) 方程 组 (1) 无 解 ; C2) 方程 组 (1) 有 解 . 有 解 时 ,有 多 
少 解 ? 并 求 其 解 

18，ox 是 给 定 的 me 个 整数 ,证 明 :对 任意 如 ,如 ，…,b, 方 程 组 之 yayzy 一 有 
(i= 1 ,2 ,+) 都 有 整数 解 的 充分 必要 条 件 是 


dl LI2 0 


本 音量 重量 和 和 和 机 和 本 十 洒 中 生生 本 到 


19.， 试 证 ;线性 方程 组 
anTi 十 aizx2 十 … 十 5 一 六 
Gu1Zl 十 Ga272 十 十 pa 一 D 
cizl 十 cszz 十 … 十 coz 一 B+ 
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有 解 的 必要 条 件 是 行列 式 
a dl2 ”Bls bi 


利和 生 由 日 玫 和 羡 尝 而 四 事理 兴 示 昌 兴 下 和 


Cl C2 2 0, bri 
20, 设 m1 ,qo，,… ,0 是 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 , 证 明 : 适 合 下 列 等 式 的 
回 量 组 
bi 一 4004 十 a 十 … 十 ao, 
万 一 0216i 十 qzz02 十 … 十 azrtr 


[人 


(2) 


br = og 二 rm 二 十 ro 
仍 是 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 充分 必要 条 件 是 |4|=|a| 关 0(i,j=1,2 
"7 ), 
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第 四 章 方 阵 的 特征 根 与 方 阵 的 对 角 化 
3 1 方 阵 的 特征 多项式 、 特 征 根 


与 最 小 多 项 式 
基本 概念 与 结论 
一 、 特 征 多 项 式 及 凯 莱 定理 
1. 设 4 二 (a )EP™ ,4 是 一 个 文字 ， 你 息 了 
A-alil -如 12 -1s 
U21 A-d22 -U2 
4 一 i 
-Ganl -G2 人 -Gan 


为 4 的 特征 和 矩阵 ; 称 行 列 式 1X8 一 4| 为 4 的 特征 多 项 式 , 记 作 
f (2). 

2.? 阶 和 矩阵 4= (a;) 的 特征 多 项 式 (7) 是 数 域 P 上 的 一 
次 多 项 式 , 日 

(和 二 入 一 (qn 十 qzz 十 一 十 qmx)4r! 十 十 (一 1)"|4| 

ai 十 az 十 … 十 au 叫做 4 的 迹 , 记 为 Tr4. 

3. 哈密 顿 - 凯 莱 定理 设 4=(o)E 天 光一 | 和 2 一 4 是 4 
的 特征 多 项 式 , 则 C4) 二 一 Gan 十 … 十 aw)4"! 十 … 十 (一 1)"|418 
一 0, 

二 、 特 征 根 及 其 性 质 

1.2 阶 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 f() 在 复数 域 C 内 的 根 叫 起 降 A 
et 


2. 设 为 ,为 ,…', 思 是 窍 阵 4 的 全 部 特征 根 , 则 Tr4 二 为 十 入 
126 : 


ToT 


人 


二 十 入， 141| 一 和 07， 
3. 议 4 是 复数 域 C 上 一 个 n 阶 和 矩阵, 为, 入 ,… ,为 是 4 的 全 部 
特征 根 . (1) 如 果 4 可 道 ,那么 罗 关 0G=1,n), 朋 各,…, 加 是 


”4 的 全 部 特征 根 (证 明 见 例 3). (2) 如 果 f(z) 是 C 上 任意 次 数 大 于 
零 的 多 项 式 , 那 么 了 (为 ),f 了 (各),…,f( 和 及) 是 了 (4) 的 全 部 特征 根 ( 证 


明 见 例 5). 
4. 实 对 称 阵 的 特征 根 全 是 实数 . 
、 特 征 向 量 及 特征 子 空间 
1. 设 4 是 7 阶 矩 阵 4 的 一 个 特征 根 , 则 齐 次 线性 方程 组 (8 一 


“4)X= 二 0( 其 中 X 是 % 维 列 向 量 ) 的 一 个 非 零 解 称 为 4 的 属于 特征 


根 4 的 一 个 特征 向 量 . 

2. 加 是 4 阶 方 阵 4 的 特征 根 的 充分 必要 条 件 是 :存在 7 维 列 
癌 量 X 关 0, 使 AXo 二 加 Xo. 

3.2 阶 方 阵 4 的 属于 特征 根 的 所 有 特征 向 量 及 等 向 量 组 成 
的 集合 是 0" 的 一 个 子 空间 , 称 为 4 的 属于 特征 根 的 特征 子 空 
间 , 记 作 V ;. 

显然 , V、 就 是 齐 次 线性 方程 组 (2 一 4)X 一 0 的 解 空 间 . 

4. 属于 不 同 特征 根 的 特征 向 量 线性 无 天. 

9 设 41942， A 是 n 阶 方 阵 A 的 不 同 的 符 征 根 ,而 il 9 Ci 9 "" 
A 为 的 线性 无 关 的 特征 向 量 Gi==1,2,… ,四 , 则 疝 量 
组 ou ya ，…ar aayao yar 也 线性 无 关 ， 

四 、 最 小 多 项 式 

1. 设 4AEP"™ ,m( 罗 是 数 域 P 上 首 1( 首 项 系数 为 1) 的 多 项 式 ， 
g(4)E PL4j], 如 果 m(*%) 满 足下 列 条 件 ; 

(1)m(A)=0, 

(2) 寿 gg(4)==0, 则 必 有 9Gm(2)) 志 9(g(4))， 


”那么 称 m( 和 ) 是 4 的 最 小 多 项 式 ， 


2. 设 4EP'“*,f 了 (4)E PL4], 如 果 f(4) 二 0, 那 么 称 f 了 (是 4 的 
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零 化 和 多项式 .于 是 4 的 最 小 多 项 式 是 4 的 零 化 多 项 式 中 首 项 系数 
是 1( 简 称 首 1) 且 次 数 最 低 者 . 

3. 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 存在 县 唯一 . 

4. 如 果 m(%) 是 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 ,4E P'**,g(4) EP[4], 那 
么 g(4)= 二 0 的 充分 必要 条 件 是 mC4)19(%). 特别 地 ,如 果 了 (和) 是 4 
的 特征 多 项 式 , 那 么 m(%4) |f (C24). 


应 用 举例 

一 、 特 征 根 与 特征 向 量 

例 1 设 
0 0 0 
0 0 1 0 0 

A= | 

0 0 0 0 l 
1 0 0 0 0 


A -1 0 0 0 
0 人 -1 0 0 
AE—Al=! er 一 和 一 1] 
0 0 0 A -1 
-] 0 0 … 0 A 
4 的 特征 根 是 4 次 单位 根 ,它们 是 
0 = 1 ,oOi 一 CoS < isin 7 .. ， 
1 1 
一 cos 2 一 十 inin 全 一 
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例 2 试 求 z 阶 实 方 阵 


1 5&b 

bp 1 b 
A= a 

bp b .。 1 


的 特征 根 ( 其 中 0 过 b 志 1,e? 守 0), 并 证 明 :4==a?[1 十 (nx-1)bj 是 4 的 
最 大 特征 根 ， 


A-a’ -a‘b -ab 
-gp -az -a2b 
人 484|= a a a 
-ab -ab 1 -CQ 
从 第 一 行 开 始 ,每 行 减 去 相 邻 的 后 一 行 ,得 
1-0 十 0 -A a:-a’b 0 “0 0 
0 Aa :+ab -A a-ab ，. 0 
-ab -Q20 -ab oo Aa: 
从 第 一 列 开始 ,每 列 加 到 相 邻 的 后 一 列 ,得 
-a 二 ab 0 0 ''. 0 
0 ia 十 ab 0 "0 0 
0 0 A-ga :二 a‘b 0 


-a’b 2(-a20) 3(-a20) 1 ha’-(n-1)a’b 
14E—A|==(4—@? 二 Tab)"i[ 4a (nO— 1)a’b| 
=| A—a:(l—b) 1 4a (x1)5) | 
因此 ,4 的 全 部 特征 根 是 : 
和 一 入 一 … 一 2 一 42(1 一 四) 如 一 4 1 十 (xn 一 1)5| 
再 证 [1 十 G4 一 8 之 (1 一 上) 之 0 只 须 证 1 十 (x 
一 1)b 之 1 一 b. 事实 上 上 , “0<b 寺 1.,0 志 1 一 6 之 1, 因 而 ,1 十 (n 一 1)5 
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这 1 一 0. 

如 例 1、 例 2 所 示 , 求 矩阵 4 的 特征 根 , 只 须 求 出 矩阵 4 的 特 
征 多 项 式 在 复数 域 C 中 的 根 , 它 归结 为 阶 行列 式 的 计算 及 求 7 
次 多 项 式 的 根 , 但 对 某 些 特殊 和 矩阵 4, 常 常用 特征 根 与 特征 癌 量 的 
关系 式 4X 二 4X,(X 是 非 零 的 2 维 列 向 量 ) 就 能 较为 简便 地 佑 计 出 
特征 根 的 范围 或 者 求 得 其 特征 根 , 有 时 又 只 须 论证 和 是 多 项 式 
f(4) 二 14E 一 4| 之 根 妈 可 . / 

例 3 试 证 : 

(1) 窜 等 阵 ( 和 ?= 二 4) 的 特征 根 只 能 是 0 或 1， | 

(2) 短 零 阵 ( 存 在 整数 m 使 如 一 0) 的 特征 根 只 能 是 0; 

(3) 对 合 阵 ( 导 一 吾 ) 的 特征 根 只 能 是 1 或 一 1 

(4) 反 对 称 实 数 和 矩阵 (4’' 王 一 4) 的 特征 根 是 零 或 纯 虚 数 ; 

(5) 可 逆 乞 阵 的 特征 根 均 不 为 0, 且 如 果 和 加， 加 是 可 逆 阵 4 
的 全 部 特征 根 , 则 短 , 乱 ,…, 罗 ! 是 4 的 全 部 特征 根 . 

证 明 (1) 由 题 设 条 件 42=4, 设 4 是 4 的 任 一 个 特征 根 , 则 
存在 2” 维 列 阿 量 X 尖 0 使 4X 一 人 MX. 于 是 

42X 一 4(4X) 一 4(2X) 一 14X) 一 人 AD 一 入 天 

又 42X 一 4X 一 2X 所 以 ,12X 一 2)X. 即 (12 一 2)X 一 0. 人 但 X 关 0, 故 
和 2 一 7 一 0. 从 而 4 二 0 或 1. 


(2) , (3) 的 证 明 与 (1) 类 似 . 
(4) 设 2 是 4 的 特征 根 , 则 存在 *” 维 列 向 量 X 天 0 使 AX= XX， 
从 而 有 2X = 二 4' 二 一 X 4, 于 是 XX' X= 二 一 X AX 二 一 和 X'X, 因 


此 有 (2 十 和 XX 一 0, 而 XX 关 0, 故 4 十 4 二 0, 因 此 推出 4=0 或 4= 
b. : 

(5) 因 为 |4| 二 为 ho…… 罗 ,其 中 为 ,加 ,… ,为 是 4 的 特征 根 ， 
所 以 当 |4| 关 0 时 ,% 关 0 《一 1……m). 

再 证 42 的 全 部 特征 根 是 各, 乱 ,… ,加 1. 由 $2 例 2 知 存 在 可 
道 窜 阵 T 了 使 T14T=B. 
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B= 0 jw 米 
0 0 Li 
(其 中 Hs Hs"** Hn 是 AAA 的 一 个 排列 ). 由 此 得 
] 
一 一 。 尝 志 宙 市 麻 
A 
. 1 
0 ”一 染 
(T-IAT) i=TiA1T=B!= li2 
0 0 i 
hh 


一 ,一 ,… ,一 是 41! 的 全 部 特征 根 .而 如 ,和 是 入 ,ja 


Hl A? Ar 
的 一 个 排列 ,所 以 41 的 全 部 特征 根 是 科 ， 好 ,和 

例 4 设 4 是 x 阶 方 阵 ,f (x) 是 常数 项 不 为 零 的 多 项 式 , 旦 
f(4) 一 0, 试 证 4 的 特征 根 全 不 为 零 ， 

分 析 注意 到 4 的 特征 根 入 ,入 ,…, 和 适合 : | 4| 二 机 加 加 ， 
要 证 入 关 0 二 1,… 2) 仅 须 证 4 可 逆 即 可 . 

证 明 设 太 (6 一 az 十 … 十 az 十 ao(ao 和 关 0)， 且 了 (4) 一 
ad 十 … 十 4 十 ao 到 一 0 所 以 一 ao4 一 … 一 04 一 aB. 从 而 


(一 至 和 一 … 一 全 全 4 一 有 由 可 逆 定 义 知 4 可逆 .于 是 14| 天 0, 而 


4 二 为 , 故 和 天 0G==1…n). 

例 5 设 为 ,加 ,…, 罗 是 n 阶 矩阵 4 的 7 个 特征 根 ( 重 根 控 草 
数 计 ),g(z) 是 任 一 次 数 大 于 零 的 多 项 式 , 证 明 : 

(1)g(4) 的 4 个 特征 根 是 gCGh) ,gC 和 hz),…,g(h); 

(2)4 的 属于 特征 根 2 的 特征 向 量 是 gC4) 的 属于 gC 罗 ) 的 特征 
各 量 . - : 
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分 析 为 了 证 明 (1) 只 须 证 gC41),…,g(h) 是 |4E 一 g(4) 1 的 
全 部 根 , 因 而 可 先 考查 多 项 式 4 一 g(z). 
证 明 (1) 设 g(2) 的 次 数 为 m, 日 m 次 多 项 式 CCz) 一 2 一 gz) 


的 根 是 x ,zs,… ,za( 其 中 4 是 任意 的 数 ), 则 oz)=b [rs,), 
以 4 代 z, 并 取 行 列 式 得 


28—g (4) 1= 1 上 4 一 = 有 1 一 好 二 [4 一 z8| 
因为 14 一 | 一 了 一) , 故 MB 一 9C1 一 如 圭一 *) 一 
/= i~ 1 = 


[ello—a)= Teo)= Ty,0)) 

所 以 g(4) 的 特征 根 是 g( 和 ),g (和) ，… ,g(). 

(2) 设 和 是 4 的 属于 特征 根 的 特征 了 癌 量 , 则 AX 二 和 XX 对 一 
切 日 然 数 都 有 AX=NX, 于 是 g(A4)X= (bw4" 十 bm1A"! 二 … 十 b14 
十 D608) 外 二 Bw 知 站 十 bm 和 0 四 十 … 十 如 入 站 十 Bo 外 二 g (加) 了 

所 以 X 是 9(C4) 的 属于 特征 根 9 的 一 个 特征 阿 量 ， 


例 5 的 绪论 是 重要 的 ,看 下 例 . 
例 6 设 dd29""" 90, 是 任意 复数 ,行列 式 
Ca Ql 2 他-] 
D= aw! ada, di Un-2 
Qs Ga 4 di 


叫做 一 个 循环 行列 式 . 证 明 

D= 了 (0)f (6) 了 Can ) 
这 里 (7) 二 十 qzf 十 王 十 mT! ,而 01,@092 ,0@% 是 全 部 次 单位 
根 . 
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分 析 ” 先 证 


LL 


d? ds a 9 Ul 


4 是 某 一 个 z 阶 定 阵 , 且 4 的 特征 根 是 次 单位 根 ooaz，… 再 
利用 例 5 的 结 采 即 可 ， 


证 明 由 
a dd a a, 0 1 0 0 
a dd a Oa.1 0 0 1 
comers: — qb aa) oo 
43 dQ4 das G2 0 0 0 0 1 
az 0G3 a4 ai 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 1 
0 1 } 0 0 0 0 
十 四 | ee a 
1 0 0 0 0 ] 0 0 
0 1 0 0 0 0 1 
令 
1] 0 0 0 
0 0 1 0 0 
A 
0 0 1 
1 0 0 “« 0 
则 
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昌 带 过 吾 昌 刘坤 学 学 帝 昌 学 和 再 和 和 证 囊 电 事 量 


dd» | dl bi oi 


二 mB 十 az4 十 a 十 … 十 a4" 


取 (2) 二 qi 十 qzz 十 … 十 awz"!, 则 有 


a 03 a 

dn QI 42 a 
fA) 一 | ooeeeeeeeeeeeove 

Ud3 44 Us U2 

他 2 G4 sa ai | 


显然 ,矩阵 A 的 特征 根 是 i 次 单位 根 1 9029" 9 Cn 由 例 9 得 
D= 1 了 (4) | 一 了 (ao )F(az)…F(ao)， 
例 7 求 下 列 定 阵 的 特征 根 和 相应 的 特征 阿 量 . 


1 1 1 1 
1 -1 
(1)A= 
1 -1 1 =- 
1 -1 -1 1 
解 〈1) 因 为 
-1 -1 
1] 入 1 
| 2 有 一 4 一 
1 1 
-1 1 


(2)4=| 0 
[a 0 


二 (4 一 2)"(4 十 2) 


A-] 


所 以 A 的 特征 根 为 A 二 加 二 加 二 2 ,办 二 一 2. 


当 特征 根 是 2 时 , 齐 次 线性 方程 组 
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1 -1 -1 -lfz 0 
-1 1 1 lilix, 0 
-1 1 1 | 上 zs 0 
-] 1 1 1JUz 0 


的 基础 解 系 为 (1,1,0,0)' ,(1,0,1,0) , 《1,0,0,1)' 故 属 于 特征 根 
2 的 一 切 特征 向 量 为 (1,1,0,0)' 十 2(1,0,1,0)’ 十 ks(1,0,0， 
1) = 二 《十 刀 十 ,kk2ska)' 其 中 ,hs ,ks 是 不 全 为 0 的 数 ， 
-3 -1 -1 -1Y (rz 0 
-] -3 1 1 | |z， 0 
-|] 1 -3 1|iz:s 0 
-] 1 1 -3) zx/ 0 
的 基础 解 系 为 (1,-1,-1,-1)' , 故 属于 特征 根 一 2 的 一 切 特征 向 量 
是 1,-1,-1,-1)' = 二 (kK,-E,-k,-k)' ,其 中 天 0， 
(2)4 的 特征 多 项 式 


人 
[48—A|= 
dd 


7 二 由 十 a 二 (4 一 i4) (4 十 刀 ) 


放 4 的 特征 根 为 处 ==ia, 入 二 一 ia， 
当 a 关 0 时 ,对 特征 根 a 齐 次 线性 方程 组 . 
Ia -GTzi 0 
ls)-lo 
的 基础 解 系 为 (1,i)' ,于 是 ,4 的 属于 特征 根 a 的 一 切 特征 向 量 为 
(8 大) 上 其 中 天 0. 
对 特征 根 一 ia 齐 次 线性 方程 组 
-ta -a lfxz) 0 
， "|= 
的 基础 解 系 为 (1,-2)' ,于 是 4 的 属于 特征 根 一 ia 的 一 切 特 征 癌 量 
为 (4,- 认 ) ,其 中 是 不 为 0 的 数 . 
当 a 二 0 时 ,特征 根 .== 入 ==0， 此 时 , 任 癌 X= (zit2)' 0,， 
(z1,72EC) 都 是 4 的 特征 癌 量 . : 
由 例 7 可 以 看 出 ， 求 特征 向 量 可 归结 为 解 一 个 齐 次 线性 方 和 
组 . 
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例 8 设 X 是 害 阵 4 属于 特征 根 和 4 的 特征 向 量 , 试 求 P'14P 属 
于 2 的 一 个 特征 阿 最 . 

分 析 7 是 P14P 的 属于 4 的 特征 向 量 的 充分 必要 条 件 是 PY 
是 4 的 属于 4 的 特征 向 量 , 故 求 P14P 属于 4 的 一 个 特征 同 量 Y， 
只 须 取 PY 为 4 的 一 个 特征 问 量 . 

证 明 易 证 和 4 是 P14P 的 特征 根 ,由 题 设 X 是 4 的 属于 和 由 
一 个 特征 向 量 , 令 PY 二 X, 得 Y=P 六 

(PiAPY =P!AP(PIX)=P!'AX=P'AX=AP'X=AY 
Y= 二 P+X 是 P14P 的 属于 4 的 特征 癌 量 . 

例 9 (1) 设 为, 和 是 a 阶 方 阵 4 的 两 个 不 同 的 特征 根 ,Xi,X， 
是 分 别 属于 为, 和 的 特征 向 量 , 证 明 XX 十 XX 不 是 4 的 特征 网 量 . 

(2) 如 果 4 以 任何 一 个 非 零 4 维 列 向 量 作为 它 的 特征 同 量 , 则 
4 是 一 个 数量 矩阵 . 

证 明 (1) 由 已 知 条 件 AX 二 姑 X1,AX,s 二 加 针 ;, 如 果 久 十 六， 
是 4 的 一 个 特征 向 量 , 那 么 ,A(Xi 十 XX) 二 4(X 十 X,) ,其 中 4 年 4 
的 一 个 特征 根 . 从 而 和 Xi 十 各 X2 一 和 AX 十 Xs， 由 (一 4)Xi 十 (ha 一 
1 一 0 但 Xi,Xy 线性 无 关 , 故 太一 2 一 0, ?一 4 一 0. 由 此 得 刀 一 各 
一 和 与 为 天 和 矛盾 ,所 以 司 十 和 不 是 4 的 特征 癌 量 . 
(2) 设 和 …, 和 是 4 的 "个 特征 根 ,首先 证 明生 一 … 一 和 
如 果 存 在 4 天 办), 设 X 了 是 分 别 属于 和 7 的 特征 向 量 , 则 
4X 一 2X ,4 一 27 有 目 XX 十 了 关 0( 若 十 Y= 二 0, 则 X= 一 Y. 由 此 推 得 
入 二 为 ,与 和 天 为 矛盾 ). 由 (1) 知 XX 十 7 不 是 4 的 特征 向 量 , 与 题 设 
条 件 矛 盾 , 所 以 外 == 加 二 … 二 加。 


今 为 二 加 二 … 二 入 二 并 取 区 二 (0,…， 1 ，…,0)' 由 题 设 条 件 
得 AX; 二 KX,(1 二 1,… ,7n). 由 此 得 4 王女 . 
二 、 特 征 多 项 式 和 凯 莱 定理 
例 10 设 4= (6).x. 则 4 的 特征 多 项 式 | 委 一 41= 入 一 
si 和 1 十 s 和 2 十 … 十 (-1)*lsA 十 (-1)"s， 其 中 ss 是 4 的 所 有 * 阶 主 
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子 式 (即行 指标 与 列 指标 相同 的 * 阶 子 式 ) 之 和 . 
证 明 由 行列 式 性 质 ,将 特征 多 项 式 展开 成 2 个 4 阶 行列 式 


的 和 , 即 
A-dl1 0-a1» Q-a) 
0 人 - 0- 
f(A) = |A8—A|= d21 U22 d2 
OQ-a 0-ar2 A-a 


= B+ 2 Dnsi)), 


这 里 ,DGi,…, 坟 ) 表 示 a 阶 行列 式 , 它 的 和 第,… ,i 列 分 别 是 -4 的 
第 ,… ,i 列 ,而 其 闭 的 a-# 个 列 ( 当 1<n 时 ) 分 别 是 纯 量 矩阵 ?5 
的 相应 的 列 . 易 知 

D2 yoo sb) = CI AA ,2) 
这 里 ,4 ,… ,4) 是 从 4 中 取 其 第 19 列 和 人 第 b1 9" 行 而 成 
的 大 阶 主子 式 , 于 是 


7 一 iD DA CD te .40 
ho] 1 < i 


= 1) Sto A 
式 中 5 是 4 的 一 切 k 阶 主子 式 的 和 . 
例 10 给 出 了 特征 多 项 式 的 展开 式 . 用 这 个 展开 式 可 求 某 些 矩 
阵 的 特征 多 项 陈 ， 


例 11 求 方 阵 
1 2 3 n-] 7 
2 3 4 有 1 十 1 
凡 一 


Rn 7 十 1 nt2 :2° 2n-2 2n-1] 
的 特征 多 项 式 (z 之 2). 
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分 析 利用 特征 多 项 式 的 展开 式 , 关 键 是 求 s (一 1，2，…， 
n). 
解 从 |4| 的 最 后 一 列 开始 ,每 列 减 去 相 邻 的 前 一 列 , 得 
1 1 1 … 1 1 


n 1 1 : 11 
容易 看 出 , 秩 4==2. 所 以 , 当 宇 3 时 ,ss 二 0. 因此 ,特征 多 项 式 f(2) 


一 人 一 十 sr2a 一 之 (2 一 1)= 二 .再 计算 sz, 取 4 的 第 行 ， 


第 k 十 i 行 ,第 * 列 ,第 十 i 列 ,得 二 阶 主子 式 为 ; 
2 一 1 站 一 1 十 :; 


一 一 


2 一 1 二 2 一 1 二 2 
(£ = 1,2,°° ,NR-1 ,2 = 1 ,ee ,nk) 


n=-1 


AR 
于 是 ，” 32 一 2 + + 二 1 


= 于 CC 一 lz(22 一 1 十 (一 2)(G 一 1)C22 一 3) 十 … 


十 2。3，。，5 十 1，2。3 
1 (2a 一 1)(2 十 1) 


6 2 
所 以 ,所 求 的 特征 多 项 式 为 
fF) = DD), 
例 12 试 证 / 


(1) 如 果 4、B 是 两 个 4 阶 方 阵 , 则 48 与 B4 有 相同 的 特征 
项 式 ; 
(2)( 西 尔 威 斯 特 定理 ) 如 果 4 是 mxXn 算 阵 ,B 是 iXm 窍 阵 ， 
其 中 m<<a ,那么 和 |AB 一 4B|= 二 "|4E 一 BA|. : 
证 明 (1) 证 法 一 看 4 是 可 逆 的 , 则 84==41*(48)4. 于 是 
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aE—BA|= | AE— A Ii(AB)A|=|A'i(ABE— AB)A|= |4E— AB| 
Bl 48 与 B84 有 相同 的 特征 多 项 式 . 

夺 4 不 可 道 , 因 为 4 至 多 有 个 不 同 的 特征 根 ,所 以 存在 实数 
to; 当 tt 浓 by 时 ,都 有 |4 一 址 | 关 0, 故 4 一 8 是 可 道 阵 . 于 是 ,B(A4 一 
t) 写 (4A 一 tB)B 有 相同 的 特征 多 项 式 , 即 

1? 有 一 BO4 一 三 )| 一 | 一 (4 一 二 ) 五 | 
也 就 是 | (XE 一 84) 十 tB| 二 | (4%8 一 48) 十 (1B)| 
对 每 一 个 固定 的 4 值 ,上 式 两 端 是 两 个 关于 i 的 次 数 不 超 这 7 的 多 
珊 式 , 当 t>b 时 ,它们 的 值 相等 . 由 于 i 的 个 数 大 于 #, 所 以 ,上 述 
两 个 天 于 的 多 项 式 恒 等 , 当 t==0 时 ,得 
[14E— AB|=|AB— BA| 

即 48 与 B4 有 相同 的 特征 多 项 式 . 

证 法 二 .根据 分 块 窍 阵 的 乘法 ,可 得 


-再 4 网 民 | 
[0 aEllg, BJ) Lig AB 


0 ][ 网 | A | 
—_B AiB)lE, B)| [2k—BA 0 


两 边 取 行列 式 ,得 


A AE, 

各 一 (-17)5 和 2 | 2 瑟 一 4B| 
E, B 
A AE, 

" 一 (一 1 和 | 2 及 一 B4| 
E, 月 


当 4 关 0 时 ,有 |48, 一 4B|= |46, 一 BA|. 
当 4 二 0 时 , 因 |48|==184|, 故 也 有 |48 一 4B|== |48, 一 BA|. 
(2) 当 m<n 时 ,用 0 把 4,8 补 成 4 阶 矩 阵 即 


A 
4=| | = G 0 ) ， 
0 


了 32 


re 


A 
BA!=(B 0) |=B4 


AE— AB 0 
0 AB.n 
|4g—BA|= |4E— BA 
由 (1) 的 结果 知 上 式 左 端 相等 ,所 以 148 一 B84| 二 "|48 一 48|, 即 
PIAB—AB|=4"|AE— BA| 
利用 例 12 的 结果 常常 可 以 简化 特征 多 项 式 的 计算 ,因而 容易 
求 得 其 特征 根 ,下 面 举例 说 明 . 


1 一 4B， |= 


一 和 ”| 7 再 一 4 万 | 


例 15 已 知 2va 一 0,o 是 实数 ， 
at 十 1] 04 十] … aia 十 1] 
GZ201 十 | A5 十 ] bi (20 十 1 
Ba++ aat+l] … al+l] 
求 4 的 特征 根 . 
人 好] ] | l 


a lifal ar … &a, 
解 ”容易 看 出 4 二 | Wm SB 


a |] 
由 西 尔 威 斯 特 定理 |48 一 4|== |48 一 BB' [=|4B—B'B| 


De Dal fe 
二 /= tf 0 
pp | 
Ya n 0 n 
， i 一 j 
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者 


4— ae 0 
i= 1] 


0 A 一 凡 


[+8—B' B|= 


于 是 |46 一 4|= 和 -2(4 一 2 a?) (An) 
1 一 1 


所 以 4 的 特征 根 为 :为 一 加 一 … 一 加 2 一 0, 因 1 二 放 g8 人 一 

例 14 任何 w 阶 方 阵 4 的 高 次 禹 4'(s 之 x) 或 者 等 于 0, 或 者 
可 以 表 为 4 的 次 数 不 超过 n 一 1 的 多 项 式 . 当 4 可 道 时 ,命题 对 4 
也 成 立 . 

证 明 设 4 的 特征 多 项 式 
(一 | 和 四 一 4| 一 外 一 @ 和 条 1 十 … 十 (一 1 一 le 2 十 (一 Ta 
用 f(2) 去 除 刀 ,得 入 二 了 (1)9() 十 r() ,其 中 7(2) 一 0 或 3(r(02) ) < 
a《f《4)). 如果 7( 和 )=0, 此 时 和 == 了 ( 和 gq( 和 ), 于 是 4 二 (4)q(4)= 
0; 如 果 3Cr( 和 四) 过 9Cf(4)), 此 时 和 4 二 了 (4)g(4) 十 (4)==7(4) ,其 中 
r(4) 是 4 的 次 数 不 超过 4 一 1 的 多 项 式 ， 所 以 他 趣 的 前 半 屠 成 立 . 

当 4 可 道 时 ,a,== 14| 关 0, 由 饥 菜 定理 有 

f(A4)=4—aid"™i 二 … 十 (-1)"aB=0 


(人 -1 和 -人 ” -1_ 4 一 n-l _ 
得 一 一 一 (4 十 十 (-1)™vauE)A=E 


和 
个 mn-1 次 多 项 式 . 
1 0 2 
0 -1 1 
0 1 0 
分 析 ”应 用 凯 莱 定理 将 欲 计算 的 式 子 的 次 数 降低 ,再 计算 4 
的 多 项 式 或 4 的 高 次 短 . 
解 4 的 特征 多 项 式 


例 15 设 4= ， 计 算 24° 一 345 十 4 十 4 一 48， 
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bn 0 -2 
ff)=|AE—A|= 0 +l -1|=** 一 2X 十 1 
oo 
用 f( 和 ) 除 2 加 一 3 加 十 十 习 一 4 得 
214 一 3 和 5 十 和 4 十 入 一 4 一 (245 十 4 和 一 512 十 92 一 14) (各 一 24 十 1) 
十 (24 和 2 一 372 十 10). 将 4 代入 等 式 两 端 ,由 凯 革 定理 有 (4) 一 (4 
一 24 十 E) 二 0. 于 是 
24: 一 345 十 4 十 42 一 48 二 2442 一 374 十 10E 


1 0 2]° 1 0 2 10 0 0 
=2410 -1 1 一 37I0 -1 1| 二 10 10 0 
0 1 0 0 1 0 0 0 10 
-3 48 -26 
=10 95 -61 
0 -6l 34 


1 0 0 

例 16 设 4=i1 0 1 
0 1 0 

2 


证 明 , 当 nn 宇 3 时 ,有 4 二 4 十 4 一 8B, 并 求 4100. 
证 明 4 的 特征 多 项 式 为 


-1 0 0 
(1 一 | 一 4| 王 | -1 4 一 1|= 人 一 太一 A 二 Tl 
0 -1 A 


由 凯 莱 定理 ,了 (4)==4 一 4 一 4 十 B= 二 0, 由 此 得 4 二 4 十 4 一 玉 . 
所 以 n=3 时 ,等 式 人 4 一 4 十 4 一 成 立 . z 
假定 等 式 和 4 二 4"? 十 4 和 一 对 n 一 1 成立, 即 有 
: A"!A4"3|A:—E 
两 边 同 乘 以 4, 得 
4 一 4 十 刷 一 4 
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“人 


义 人 4 二 入 十 4 一 上 ,把 入 代入 上 式 得 : 
和 二 A"? 十 4? 十 4 一 一 AE 二 4"? 十 4? 一 E 
即 虐 式 对 # 也 成 立 . 于 是 上 式 对 一 切 之 3 的 自然 数 ” 真 . 
根据 以 上 等 式 ,有 
4100 一 48 十 (42 一 尼 ) 一 49 十 2(42 一 玉 ) 一 49 十 3(42 一 已 ) 一 … 一 
A? 十 49(A2 一 EE) 


1 0 0 1 0 0 
而 4 十 49(42-- 有 一 |50 1 0|, 所 以 4 一 |50 1 0 
50 0 1 50 0 1 


三 、 特 征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 

例 17 信 m() 是 2z 阶 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 ,证 明 4 的 特征 多 
项 式 有 (和) 整除 Cm(4))". 

证 明 ” 设 mx) 王 类 十 ct 十 十 c 十 c 考虑 下 列 惩 阵 


Bo Eb 
Bb 一 4 十 ch 
B, 一 A 和 十 cA 二 csB (C1) 


B, i 二 A 十 CA 十 二 cuE 

B(A)= 二 入 1Bo 十 和 Bi 十 一 十 4B, ;十 Bi 

则 (2? 有 一 4) 。B(i) 一 (7B 十 j1B 十 十 和 2 有 十 和) 瑟 — (XN-1ABo 
十 和 45 十 … 二 45 ) 

一 人 5 十 人 (有 一 4B0) 十 人 (B 一 4B) 十 … 

十 A(B,,— AB. ;)— AB..I 

-AB, | 二 cB 一 (4 十 cA 十 … 十 c,14 十 c,E) 

=cb—m(A)=cE 

又 由 (1),Bo==8,Bi— ABo=ciB,B,— AB=—=CsB,*,B,1— AB,»=c.1bB 

故 GE 一 A)。B(A)=7EFC NIETC NB eABtcE 
—m(A)E 


心 
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上 式 两 边 取 行 列 式 , 得 |48 一 4|* 1B(4)|== |m( 和 )E|== [Cm(4) 站 "而 
18(4%) [是 和 的 多 项 式 , 所 以 f(4) 二 148B 一 4| 整 除 Cm(4)7" 

本 例 也 可 用 第 五 章 中 4 的 不 变 因 子 与 4 的 特征 多 项 式 及 4 
的 最 小 多 项 式 间 的 关系 来 证 明 , 且 证 明 方法 更 简单 ( 见 第 五 章 $2 
例 3). 

例 18 证 明定 阵 4 的 特征 多 项 式 f(4) 与 最 小 多 项 式 m(%) 有 
相同 的 不 可 约 因 式 . 

证 明 设 p(%) 是 不 可 约 多 项 式 , 如 果 p(%) |mm (2) ,因为 m(4) | 
(CA) ,所 以 pf 由 例 17f C2) |CmC2)j", 于 是 pC4) | Cm(4)7"， 
但 PC4) 不 可 约 , 由 不 可 约 多 项 式 的 性 质 有 pC4) 1m 人 (4). 

本 例 的 结果 只 是 说 特征 多 项 式 f(2) 与 最 小 多 项 式 m( 科 有 相 
同 的 不 可 约 因 式 , 并 不 是 说 f() 一 m(). 但 如 果 上 (2 的 不 可 约 因 
式 都 是 单 因 式 , 那么 f(4) 就 等 于 m (4) 了。 

例 19 求 下 列 窍 阵 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 ， 


rl1 3 1 2 
0 1 | 
0 -1 1 3 
(1)A=:0 1 0 《2)4 一 
0 2 5 
1 0 0 
0 0 0 2 
解 (1) 
z A 0 -I 
(一 1) 一 4| 一 |0 41 01 一 (4 一 1)2(04 十 1) 
-1 0 入 ! 


由 例 18 知 ,4 的 最 小 多 项 式 一 定 含有 因 式 4 一 1 与 4 十 1. 故 4 的 最 
小 多 项 式 mC(4%) 形 如 (C4 十 1)*(4 一 1)', 其 中 %,s 为 正 整 数 . 又 因为 


-10 1|)/10 1) (00 0 
CDG+D=-lo oolleso-looon 
1 0 -ljl1 0 1) {0 0 

所 以 m(4)| (4 一 1) (4 十 1). 这 只 有 k=s==1, 即 4 的 最 小 多 项 式 
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为 m4) 二 (2 一 1) (4 十 1). 


(2) 
A-l} -3 ] 2 
A 二 1 ] -3 
f(2)=|1A4E— A|= 
0 -2 -5 


0 0 0 2 
一 (一 1)(4 十 1) (4 一 2)?， 
所 以 4 的 最 小 多 项 式 m(%) 含 有 因 式 4 一 1,4 十 1,4 一 2, 于 是 得 
8 人) 一 (4 一 1] 六 十 1 一 2) 但 天 (102 一 1 十 1)(02 一 2)2, 故 
二 7 二 1,1 坊 s 亿 2, 但 (4 一 8)(4 十 EB)(4 一 28) 关 0, 而 f (4) 二 (4 一 
E)(A+E)(A—2E)==0, 所 以 s 二 2, 而 m2(4) 二 《4 一 1)(4 十 1)(% 一 
2)7, 


3 2 ”万 阵 与 对 角 阵 相似 的 一 个 充 要 条 件 


基本 概念 与 结论 


一 、 方 阵 相似 的 定义 及 性 质 

1. 设 4.B8EP'*", 知 存在 可 逆 阵 XEP'*"* 使 得 8B 二 X14X, 则 称 
8B 与 4 相似 ,或 称 4 相似 于 B, 记 作 4 一 8 

2.4 阶 窍 阵 的 相似 关系 具有 以 下 性 质 :(1) 反 身 性 ;(2) 对 称 
性 ;(3) 传 递 性 . 

3. 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 . 

壮 意 ”特征 多 项 式 相 同 的 两 个 矩阵 未 必 相 似 . 例如 ， 


i 


它们 的 特征 多 项 式 都 是 (2 一 1)?, 但 五 与 8 不 相似 ,因为 ,与 相似 
的 矩阵 只 能 是 8. 


1 4 


4. 任何 4 阶 复方 阵 4 必 相 似 于 上 三 角 阵 , 即 人 存在” 阶 可 逆 阵 
P ,使 得 


P14P 一 


0 和， 
其 中 为 ,加 ,… ,为 是 4 的 特征 根 . (证 明 见 本 节 例 2). 

二 、 方 阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 一 个 充 要 条 件 

1. 设 4E 天, 如 果 存 在 可 逆 矩 阵 XE 严 ““, 使 X4X 为 对 角形 
和 矩阵 ,那么 就 说 矩阵 4 可 以 对 角 化 . 

2. 设 4E P** ,如果 4 的 特征 多 项 式 在 P 内 有 个 单 根 ,那么 
4 可 以 对 角 化 . 

注意 这 只 是 可 以 对 角 化 的 充分 条 件 , 而 不 是 必要 条 件 . 

3. 设 4€EP"*, 则 4 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 ， 

(1)4 的 特征 根 都 在 数 域 P 内， 

(2) 对 4 的 每 个 特征 根 ,有 

n 一 秩 (2E 一 4A) 一 
其 中 是 4 的 重 数 . 

条 件 (2) 也 可 改 述 为 :特征 根 4 的 重 数 等 于 齐 次 线性 方程 组 
(428 一 A)X=0 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 ( 简 称 为 代数 重 数 等 于 几 
何 重 数 ). : 

条 件 (2) 还 可 改 述 为 ; 令 为 ,各 ,…, 罗 是 4 的 所 有 不 同 的 特征 


根 ,有 之 Cn 一 秩 (%8 一 4)] 一 #, 即 属于 4 的 不 同 特征 根 的 线性 无 
关 的 特征 向 量 总 数 是 

4. 设 4EP'“, 求 可 逆 窍 阵 X(EP*) 使 X'AX 为 对 角 和 矩阵 的 
步骤 是 ， 

(1) 求 矩阵 4 的 全 部 特征 根 ; 


了 40 


(2) 如 果 4 的 特征 根 都 在 数 域 内 (否则 4 不 可 对 和 角 化 ), 那 
么 对 每 个 特征 根 2, 求 出 齐 次 线性 方程 组 
(AE8 — 4) 和 一 0 (1) 
的 一 个 基础 解 系 . 
(3) 如 果 对 每 个 特征 根 4, (1) 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 等 
于 4 的 重 数 (否则 4 不 可 对 角 化 ), 那 么 4 可 对 角 化 ,以 所 有 基础 解 
系 中 的 向 量 为 列 即 得 阶 可 道 阵 X, 且 X14X 是 对 角 阵 ,而 对 角 线 
上 的 元 素 是 4 的 全 部 特征 根 . 


应 用 举例 
一 、 方 阵 的 相似 
例 1 设 
1 x 1 0 0 0 
4 一 |r 1 y|, B=10 1 0 
| 0 0 2) 


问 z,y 取 何 值 时 ,4 与 8 相似 ? 

分 析 ”本题 要 求 找 出 x,y 所 满足 的 条 件 , 为 此 ,可 先 假定 4 与 
B 相似 来 导出 必要 条 件 . 

解 ” 设 4,8 相 似 , 则 存在 可 北 入 阵 ?使 P14P= 二 8, 从 而 14|1= 
8|, 但 |4|= 一 (rz 一 y)?,18| 二 0, 所 以 (z 一 y) ?一 0, 故 z==y 

又 由 于 相似 年 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 所 以 ,| 和 一 4|=|45 
一 B|, 于 是 4(4 一 1)(4 一 2) 一 24x: 二 (4 一 1)(% 一 2)4, 由 此 得 x=0， 
故 y= 二 0, 中 4 与 8 相似 的 必要 条 件 是 z=y==0. 

1 0 1 

1 0 1 
有 三 个 不 相等 的 特征 根 0,1,2. 所 以 ,4 相似 于 对 和 角 和 滤 阵 


反之 , 当 zx=y 二 0 时 ， 4 一 
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0 
0 
2 


0 0 
故 当 且 仅 当 z=y 一 0 时 ,4 与 互相 似 . 

例 2 任何 % 阶 复方 阵 必 相似 于 三 角 阵 , 即 存在 7 阶 可 首 阵 
P ,使 
A 米 

42 


证 明 对 用 归纳 法 , 当 x 二 1 时 ,命题 显然 成 立 .假设 7 一 1 

时 ,命题 成 立 , 考 虑 1 的 情形 . 取 4 的 一 个 特征 根 为 , 设 X 关 0 是 4 
的 属于 为 的 特征 癌 量 , 则 

AX| 二 入 XI (2) 

X 线性 无 关 , 必 存在 % 维 列 阿 量 XXX 使 XXX 是 

n 维 列 癌 量 空 间 C 的 一 个 基 , 令 Pl 二 (Xi1,X2,…,X,), 则 |Pi| 关 0， 


令 二 (1,0,…,0)' 容易 看 出 ,Xi 二 P181, 把 它 代 入 (2) 式 ,得 4P18， 
和 


0 
一 和 PDB, 即 (Pi4P10)i== 轴 B81, 这 谨 明 » Pi AP, 的 第 一 列 为 、 


0 
于 是 
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其 中 4 是 x1 阶 矩 阵 . 由 归纳 假设 ,存在 -1 阶 可 道 害 阵 P; ,使 


As ”党 
Pz 4P， 一 "。 
0 人 
1 0 0 
0 
* | p, 
0 
] 0 0 1 1 0 0 
0 0 
PAP= Pi AP; 
P, : P; 
0 0 
1 0 OYfA # 米 1] 0 0 
0 0 0 
Py Al : P， 
0 0 0 
A 洲 se 米 入 ] 米 
A2 
本 Pp» AP, 
0 0 A 


显然 ,如是 4 的 全 部 特征 根 . 
例 2 的 结果 很 有 用 ,下 面 举例 说 明 . 
例 5 设 n 阶 实 方 阵 4 的 特征 根 全 是 实数 ,日 4 的 所 有 1 阶 
主子 式 之 和 及 所 有 2 阶 主子 式 的 和 全 是 0, 证 明 :;(1)4 的 特征 根 全 
为 0; (2)4"==0. 
证 明 (1) 由 本 章 $1 例 10 知 4 的 特征 多 项 式 了 (4) 一 你 一 
Sr 十 sj 十 十 (rs 二 (1 sy 其 中 s 是 4 的 所 有 天 阶 主 
子 式 之 和 . 设 入 ,为 ,…, 为 是 4 的 特征 根 ,由 韦 达 定理 得 
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大 
s 一》 ,oo 一 > 入 人, 因 $1 二 82 二 0, 故 
1 = 1 1 过 ! 迄 所 


1 


sf — 281= (2 NA):—? 2 人 ;二 D422=0 
上 = 1 


Li jn | 
但 和 全 是 实数 ,所 以 和 三 2 一 … 一 为 一 0. 
(2) 由 例 2 
从] 娄 0 类 
pr 0 
A=P Pi=—P Pp-! 
0 A 0 0 
0 米 
故 A*=P w PP 一 PP。0。 居 :一 0. 
0 0 


例 4 设 刀 是 * 阶 矩阵 4 的 特征 多 项 式 f(2) 的 z 重 根 , 则 2 一 
秩 (4.8 一 A) 二. 

证 明 已 知 罗 是 了 (4)=|4B8 一 4| 的 重 根 , 设 (和) 的 其 他 根 
是 41; 加: 由 例 2 ,存在 可 逆 惩 阵 已, 使 


A 


| 
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于 是 
P1(ABE—A)P=AhE—P-!AP 


0 类 
0 
一 一 万 
人 -和 
0 人 -外 
8 有 一 个 x 一 kk 阶 子 式 不 为 零 , 秩 (和 8 一 4) 一 秩 8B 之 rn 一 k, 队 而 nn 一 


秩 (0 已 一 4) 扫 下 

我 们 知道 * 一 秩 (%8 一 4 等 于 齐 次 线性 方程 组 (六 B 一 4)X 一 0 
的 基础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 , 即 4 的 属于 为 的 线性 无 关 的 特征 
向 量 个 数 , 例 4 说明, 为 的 几何 重 数 不 超 过 丸 的 代数 重 数 . 

二 、 方 阵 对 角 化 

例 5 下 列 实数 域 R 上 的 矩阵 哪些 可 对 角 化 ? 如 果 可 以 对 角 
化 , 求 可 逆 阵 P 使 P14P 是 对 角形 . 


4 6 0 -3 1 -| 
(1)4 一 |-3 -5 0|; (2)4 一 |-7 5 -1|; 
-3 -6 1 -6 6 -2 
0 2 
-1 -3 0 
解 (1) 因 为 
4 -6 0 
| 3 2+5 0 |=(4—1)?(4+2) 
3 6 Xl 


所 以 4 的 特征 根 是 入 二-2, 为 二 如 = 二 1, 均 属于 有 R. 
当 刀 二 一 2 时 , 齐 次 线性 方程 组 
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-6 -6 0 由 1 0 
3 3 0 XxX; | 一 0 
3 6 -对 Ta 0 


的 基础 解 系 是 (-1,1,1)' , 它 的 向 量 个 数 等 于 丸 的 重 数 。 同 样 , 当 久 
二 1( 二 香 ) 时 ,相应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 是 (一 2,1,0)'， 
(0,0,1)', 其 向 量 个 数 也 等 于 和 的 重 数 , 故 4 可 以 对 角 化 . 
-1 -2 0 -2 0 0 
0 1 0 

] 


令 P= 1 0 


1 , 则 P*! 4AP = 
] 0 1 


0 0 


A+3 -1 1 
(2) 因 为 |48 一 4l=| 7 5 1 |=(4 二 2)2(%—4) 


,， 6 -6 4+2 
所 以 4 的 特征 根 是 入 = 入 一 一 2, 入 二 4 都 属 于 有 
但 当 和 == 入 = 一 2 时 , 齐 次 线性 方程 组 
1 -1 1 
7 -7 1 0 
6 -6 0 0 
的 基础 解 系 是 (1,1,0)', 向 量 个 数 小 于 特征 根 (-2) 的 重 数 . 
所 以 4 在 R 上 不 可 以 对 角 化 . 
(3) 因 为 


1 


0 


rnb 


4 


3 


A -2 -| 
2 A -3 
1] 3 A 
4 有 两 个 特征 根 不 在 R 内 ,所 以 4 在 实数 域 上 不 可 以 对 角 化 . 

(3) 中 的 4 在 复数 域内 有 三 个 相 异 的 特征 根 ,所 以 4 在 复数 
域 上 可 以 对 角 化 ,由 此 可 知 矩阵 是 否 可 对 角 化 和 讨论 的 数 域 有 关 . 

说 明 将 z 阶 矩阵 4 化 为 对 角形 矩阵 :4P 时 ,应 注意 以 下 
几 点 ; 
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48—A|= 二 4( 类 十 14) 


(1) 对 和 角 和 矩阵 P14P 的 主 对 角 线 上 的 元 素 是 4 的 全 部 特征 根 . 

(2) 可 道 完 阵 P 了 的 列 是 由 4 的 全 部 线性 无 关 的 特征 网 量 构成 
的 . | 
《3) 特 征 根 在 对 角 和 矩阵 中 的 位 置 与 己 的 列 阿 量 的 位 置 有 关 ， 
即 如 果 特 征 根 位 于 第 行 第 ; 列 , 那 么 它 相 应 的 特征 向 量 位 于 疡 的 
第 i 列 , 如 例 5 中 (1) 的 特征 根 -2 位 于 第 工行 第 1 列 , 则 相应 的 特 
征 向 量 ( 一 1,1,1)' 位 于 P 的 第 一 列 . 

例 6 设 B=A4 ,其 中 4 一 (alyaz 41)'， 且 a 为 非 零 实 数 (: 
二 1] ,2,…,n),4' 是 4 的 转 置 矩阵 . : 

(1) 证 明 :B 二 mB, 并 求 数 m(k 是 正 整数 ). 

(2) 求 可 逆 矩 阵 己 使 P11BP 为 对 角 和 矩阵 ,并 写 出 对 角 定 阵 . 

证 明 (1)B:=(44')(A44')'… (AA')=A(A' A) (A A)A 


= CO at) A4 一 (a) B—mB 
其 中 =( 9)!. 
(2) 为 了 求 P, 我 们 先 求 B 的 特征 根 及 其 特征 向 量 . 由 (1)B?= 
(6)B, 由 此 得 8 的 特征 根 一 0 或 4 一 2a. 


又 由 B= 44 知 ,TrB= WH, 设 为 ,…, 为 是 8 的 特征 根 , 则 
TrB 二 之 /为 ,从 而 和 一, 但 才 >>0. 故 入 不 全 为 零 ,于 是 B 


有 一 个 特征 根 是 2af, 所 以 ,B 的 特征 根 是 为 一 和 ,和 二 
二 .=0. 
再 求 8 的 特征 向 量 ,用 例 5 求 特征 向 量 的 方法 ,可 求 得 8= 
44' 的 属于 久 ; 加 ;… ,加 的 特征 癌 量 分 别 为 Gai ,azy*** Ga) -ayai， 
0 ,0), CC-aa, Oa ,0 , (-a ,0,0 0,ar)’, 
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作 可 站 号 阵 


Ul -0 -a a 
az au 0 0 
P= (sy 0 (i 0 
好 0 0 dl 
De 
1 一 1 
则 忆 4P 一 0 
0 


把 矩阵 4 化 为 对 角 和 矩阵 的 重要 应 用 之 一 是 计算 4 的 高 次 宕 . 
例 7 求 4”, 其 中 矩阵 
] 2 0 
4 一 |2 -| 2 
(0 2 | 
分 析 ”车 4 相似 于 对 角形 阵 B, 则 存在 三 阶 可 道 阵 己 使 4= 
P1BP, 且 4 一 户 :BiP, 而 Bt 易 算 , 简 化 了 41% 的 计算 . 
解 ”因为 4 有 三 个 不 同 的 特征 根 1,-3,3, 所 以 4 可 对 角 化 . 
用 例 5 的 方法 求 得 可 逆 矩 阵 


TD4 


1 
7 7 
1 1 1 
-1 | .= 2 
其 中 二 | 有 了 56 
1 1 了 上 
3 本 3 


于 是 
1 3101+43 0 310-3 
Am=P| 3% P= 0 2.3 0 
31%| . 3101-3 0 219+43 
例 8 求人, 其 中 
2 0 0 
4=|1 2 -1 
1 0 1 


解 ” 用 例 5 的 方法 求 得 4 的 特征 根 为 入 =1, 和 ==2( 二 草 ), 属 
于 入 的 线性 无 关 的 特征 向 量 是 (0,-1,-1) ,属于 入 二 2 的 线性 无 
关 的 特征 向 量 是 :C1,1,-1)',(1,0,1)' 所 以 4 可 以 对 角 化 , 令 


0 -1 1 
P=|-1 1 0 
-1 -1 1 
1 0 0 1 0 0 1 0 -1 
则 P-L4P= |0 2 0|, 4=P|I0 2 0lP!, Pi=|1 1 -1 
0 0 2 0 0 2 2 1 -1 
1 0 0 
二 是 4*=PI0 2 0|P: 
0 0 2 
0 -HH0 0010 -1 
=|-1 1 0llo » 0ll1 1 -1 
1 -1 1llo 0 2jl2 1 -1 
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2* 0 0 | 
2 -1 2 -2 十 ] 
2"-1 0 1 

例 9 设 4 阶 方 隆 4 有 个 互 异 的 特征 根 ,rn 阶 方 阵 B 与 4 有 
完全 相同 的 特征 根 ,证 明 : 存 在 可 道 矩 阵 D 及 男 一 矩阵 C, 使 4= 
,B= CD. 

证明 ”因为 4,8 有 完全 相同 的 特征 根 , 且 个 特征 根 互 异 , 所 

以 4,8 均 可 对 角 化 且 与 同一 个 对 角 和 矩阵 相似 . 因此 ,4 与 8 相似 . 
由 相似 定义 ,存在 可 道 矩 阵 D, 使 D14D==B. 今 D14=BD1 一 C, 则 有 
A= DC ,B=CD. 

例 10 证 明 : 在 复数 域 C 上 ， 

(1) 非 零 的 项 零 窍 阵 不 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 

(2) 迄 等 从 阵 必 相 似 于 对 角 甜 阵 


E. 0 
站 站 
其 中 > 是 4 的 秩 . 
(3) 对 合算 阵 必 相似 于 对 和 角 甜 阵 
E, 0 
oe 
其 中 9 是 4 的 特征 根 1 的 代数 重 数 . 
证 明 (1) 由 $1 例 3 知 , 竹 零 矩阵 的 特征 根 是 0, 如 果 和 宇和 零 矩 
阵 4 与 对 角 定 阵 相 似 , 那 么 必 存 在 可 逆 和 矩阵 P, 使 Pi4P=0, 于 是 4 
一 0, 洒 4 天 0 下 对, 故 4 不 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
(2) 讽 4 是 知 等 是 阵 且 秩 4 二 ”由 本 章 81 例 3 知 4 的 特征 根 
是 0 或 1, 容 易 证 明 秩 (8 一 4) 十 秩 4 二 n, 故 秩 (8 一 4A) 二 =n 一 7?, 于 是 
齐 次 线性 方程 组 (8 一 4)X=0 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 一 
秩 ( 有 一 4) 一 4 一 (2 一 >) 一 7。 


又 秩 4 一 ”, 故 齐 次 线性 方程 组 (08 一 4)X=4X 一 0 的 基础 解 
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系 所 含 解 问 量 个 数 为 4 一 秩 4 一 ?一 

于 是 4 共有 7 十 (x 一 7)==n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 而 特征 根 
0,1 均 属 于 C, 所 以 4 与 对 角 惩 阵 相 似 . 

青 设 4 的 特征 根 1,0 的 代数 重 数 分 别 是 s,t, 由 例 4 知 s 之 7 一 
秩 (一 4) 一 ?78 一 秩 4 一 ?2 一 7 日 s 十 !i 一 1 如 果 8， 刚 (2 一 7>， 
这 与 之 zx 一? 矛盾, 故 s 王 ”于 是 上 = 一 故 4 相 似 于 对 角 阵 
|: 

0 0 

(3) 的 证 明 与 (2) 类 似 ,首先 证 明 对 合 矩 阵 4 可 对 角 化 由 ?是 

特征 根 1 的 代数 重 数 , 知 "一 9? 是 特征 根 一 1 的 代数 重 数 , 因 此 4 相 
E, 0 
似 于 对 角 阵 | 。 | 

例 11 设 4= (oa) 是 一 个 n 阶 下 三 角形 矩阵 ,证 明 ;(1) 如 二 
qi 了 Qjj (i 关 j 47 二 1,2,…,n) ,那么 A 与 一 个 对 和 角 和 矩阵 相似 ; 

(2) 如 果 as 一 ae 一 … 一 au, 且 至 少 有 一 个 qj, 关 0(wo 之 用), 那 
么 4 不 与 对 角 定 阵 相 似 . 

证 明 (1) 因 为 4 是 一 个 " 阶 下 三 角形 矩阵 ,所 以 4 的 特征 多 
项 式 |4E 一 4| =1(4—a) ,又 由 于 as 关 aj(i 关 让 从 而 4 有 个 不 同 
的 特征 根 a:G==1,…,n). 故 4 与 一 对 角 窑 阵 相 似 . 

“(2)4 的 特征 多 项 式 | 轨 一 4|== (4 一 m1)', 于 是 4 有 重 特 征 
根 au. 又 4 中 至 少 有 一 个 ai 关 0(io 之 有 jo), 所 以 au8 一 4 中 至 少 
一 个 非 岭 元 素 . 因此 , 秩 (euBg 一 4) 之 1 齐 次 线性 方程 组 (on 中 一 4) 
x 一 0 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 二 "一 秩 (au8 一 4)<<n 一 1, 所 以 
mi 的 代数 重 数 与 几何 重 数 不 相等 , 故 4 不 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 

例 12 设 4 是 数 域 P 上 的 阶 和 矩阵 , 秩 4=7,, 是 % 阶 单位 
阵 ,0 关 上 EP. 证 明 下 列 条 件 等 价 ， 


[BE 0 
(1)4 相似 于 | 0 | 


了 57 


(2) A?=&EA; 
(3) 秩 4 十 秩 (4 一 十 .) 一 7 
证 明 (1) 二 (2) 由 题 设 ,存在 可 道 阵 忆 使 4= 妇 
P| Pm 
0 0 0 0 
(2) 之 (3) 由 4(4 一 ftE,)= 二 4 一 £4 二 0 得 
n 二 秩 (KE,) 二 秩 (4 一 (4 一 BE,)) 声 秩 4 十 秩 (4 一 ktE,) 二 nn 
从 而 有 秩 4 十 秩 (4 一 t6,)=n. 


0 0 
(3)=> (1) 设 秩 4 二 7. 当 + 二 0 时 ,4 一 4| | , 故 (GD 成立 


当 ?一 * 时 , 秩 (4 一 码 .) 王 0,4 王 十 ,, 故 (1) 成 站. 当 0<r< 时 ,0 
之 秩 (f6,. 一 A) 二 nx 一 r<t, 由 |tB, 一 4| 二 0 知 t 是 4 的 特征 根 , 且 齐 
次 线性 方程 组 ( 妇 一 4)X=0 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 为 7, 设 为 
oa mw. 又 由 秩 4 二 7 过 ns 知 108 一 4|= 二 0,0 是 4 的 特征 根 , 且 
齐 次 线性 方程 组 (0 一 4)X=0 的 基础 解 系 中 向 量 个 数 为 4 一 7, 设 
为 ar+1,…，,as. 又 可 证 明 特 征 根 * 及 0 的 代数 重 数 分 别 为 7 及 ?一 
rr 于 是 4 可 对 角 化 且 以 oaz，…，aw 为 列 作 定 阵 C， 则 C7 4C 二 


人 
例 13 若 ， 阶 方 阵 4 一 鲍 , 则 称 8 是 4 的 平方 根 . 设 4 一 
- |” “| 是 二 阶 实 什 阵 且 有 两 个 不 相等 的 实 竺 征 根 , 试 证 4 在 实数 
域 R 上 有 平方 根 的 充 权 荣 作 大， 14| 宇 0,a+4 过 0. 
证 明 问 4 | 册 f(2)= |48—A|=%* (a+d)4+ (ad 


一 bc), 且 f(%) 的 判别 式 4= (a 十 d)? 一 4(ad 一 be). 由 题 设 条 件 4 有 
两 个 不 相等 的 实 特征 根 , 设 为 入 ,为 , 则 4 汪 0, 且 a 十 4 二 为 十 加 . 
必要 性 ” 设 8 是 4 在 实数 域 K 上 的 平方 根 , 则 4= ,于 是 |4| 
二 ]B|’: 宕 0, 下 面 只 须 证 a 十 4 之 0. 因为 4 有 两 个 不 相等 的 实 特征 根 
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淹 
Ji 


< 三 和 6 


人 I 


252, 所 以 4 与 对 角 所 阵 | ,| 相似 令 PMP=| 


b, , 
“| 网 


| 


人 b 
| ， |=Prap=P'BP= (Pp-1BP) (PBP) ,人 PBp=| 
2 


3 
和 b | te te) ， 

一 — . b» bi bs ) 一 
| | > ba bs(DiTb) 51 二 bbs 由 此 得 bo(b 二 Bb) 
b3 (bi 二 6b ) = 0. 可 以 证 得 六 十 总 天 0, 否则 兰 D1 十 b= 二 0， 那么 Ah 一 A 
二 ( 扩 十 62b3) 一 (8 十 b2b3) 一 89 一 下 二 0, 与 关 加 逆 秆 . 故 bs 二 bs 二 0. 


A 六 ] bi 
因此 | ,|=| » | -| |- 于 是 办 之 0 加 一 员 之 0, 因 此 


十 d= 二 为 十 加 之 0. 但 a 十 4d 闫 0, 否则 ,者 4 十 4 一 0, 由 4 之 0 知 一 4(ad 一 
be) 富 0, 人 从而 ad 一 如 过 0, 即 |4| 二 0, 这 与 14| 宇 0 矛盾 ,所 以 ae 十 dl 人 
0. 
充分 性 ”因为 4 有 两 个 不 相等 的 实 根 入 ,入 ,所 以 4 与 对 角 和 矩 
入 ， 
阵 相 似 , 因 而 存在 可 逆 阵 P 使 4=P"| | 又 由 4 十 4 二 入 十 知之 
0, 日 41。 42 一 14| 之 0, 故 人 1 之 0 和 2 之 (4. 邻 


B=P’ 


P, 则 有 4==P" 


2 人 


8 就 是 4 在 实数 域 8 上 的 平方 根 . 

例 14 设 4,B 都 是 x 阶 矩 阵 , 有 日 4?=4,B: 一 8,4B= 二 B84. 证明: 
存在 可 逆 矩 阵 了 ,使 P14P 和 P1BP 同时 为 对 角形 矩阵 . 

证 明 由 本 章 32 例 10 知 存在 可 道 和 矩阵 Pi, 使 


E, 0 
PP 一 | | 
0 0 


By Bb 


B, | ,其 中 Bl 是 7 阶 定 阵 .由 4B 一 54 得 


令 B 一 Papi 一 | 


五 。 0 
pl |=PiBP, » Pi AP| = Pi B4P = Pi ABP| = Pi AP 本 Pi BP, =— 
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0 0 
其 次 , 因 Bi = PiBP! » Pi BP,; = Pi BP = PLBP=B, 男 方面 ， 


四 |=2 ml 以 Bh=B, B=B 
B,, ll =| 上 |- 所 11” Ol $M 22e 
因此 存在 > 阶 可 道 矩 阵 S: 及 nn 一? 阶 可 逆 矩 阵 5, 使 


b, b, 
Si1 Bis = 0 ， Sy BS = 0 


E, 0 Bl 
| | 可 ,由 此 得 Bis= Bz=0, 所 以 p=| 用 | 


少 
es 
| 
A 
ke 
2 
| 


S11! Bi 1 
出 | S iB'S 一 一 
S2 Bs Sp 


Si Bi 
-| sy pus, | 
b, 
0 
一 Bp 
0 
ppe 则 有 PS pms 0 [| 


lo ol sl 


PBP= 8S-PiBPS= 8-!BS= 


Eb, 
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习题 


1. 设 于 (zz 一 旭 十 2 和 一 220 一 3z3 一 8z8 十 9z8 一 475 十 2 一 6z2? 十 11z 


1] 0 2 
0 -1 1 
0 1 0 


求 (1)4 的 特征 根 《2)4! 的 特征 根 ; 

(3)f(4); (4)fC4) 的 特征 根 . 

2. 试 证 :着 4 是 % 阶 降 秩 着 阵 , 那 么 伴随 矩阵 4 的 4 个 特征 根 至 少 有 ?一 
1 个 0, 且 非 0 特征 根 ( 如 果 存 在 ) 等 于 4 十 42s 十 … 十 4,《4 是 4* 的 第 i 行 第 i 列 
元 素 ). 

3. 证 明 : 

(1) 正 交 阵 的 特征 根 的 模 ( 绝 对 值 ) 等 于 1; 

(2) 实 对 称 、 正 交 阵 的 特征 根 是 1 或 一 1; 

(3) 如 果 4,8B 是 同 阶 实 对 称 阵 , 则 4B 一 B84 的 特征 根 是 纯 卉 数 或 0. 

4. 设 X, 了 是 矩阵 4 的 属于 不 同 特征 根 为 ,Xs 的 特征 向 量 , 试 证 ;aX 十 好 
(o 天 0) 必 不 是 4 的 特征 向 基 . 

5. 各 2” 阶 方 阵 4= (ai,) 的 每 行 元 窗 之 和 都 是 a, 试 证 : 

(1)a 是 4 的 一 个 特征 根 ， 

(2) 对 于 任意 自然 数 m,4" 的 每 行 元 豪 之 和 都 是 a". 

6. 设 4 是 二 阶 方 阵 , 试 证 :各 有 方 阵 8 使 4 一 下 =4, 则 和 =(0. 

7. 设 m( 和 ) 是 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 ,g(7) 是 一 多 项 式 ,4(4) 是 mC 和 4) 与 gC) 
的 最 大 公 因 式 ,其 首 项 系数 为 1. 证 明 ，; 

(1) 秩 (4(4))= 秩 (g(4)); 

(2)9(4) 可 道 的 充 要 条 件 是 g(4) 与 m(%) 互 京 . 

8. 设 4 与 有 是 同 阶 实 方 阵 , 证 明 : 

(1)4B 十 8B 与 54 十 B 有 相同 的 特征 根 ; 

《2) 如 果 4B 二 (8 一 4')4, 则 4 一 0， 

9. 设 


4 一 
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利用 凯 菜 定理 求 4 . 
10. 设 和 ,as 是 三 阶 方 阵 4 的 特征 根 , 《1,1,1)', 《0,1,1)',(0,0,1)' 为 
分 别 对 应 它们 的 特征 向 量 , 求 证 : 


A A 一 3 一 3 
(4 )'=|0 ph 和 9 一 有 
0 0 pi 


11. 设 


(1) 求 Tr4t(k=1,2,3,.); 

(2) 证 明 4 不 与 对 角 阵 相 似 . 

12. 设 % 阶 方 阵 4 有 个 不 同 的 特征 根 ,证 明 ;: 与 4 可 换 的 4 阶 方 阵 B 必 
与 对 角 阵 相似 . 

13.7 阶 实 窍 阵 4,8, 关 存在 可 逆 实 建 阵 了 使 4=P'BP. 则 称 4,8 实 相似 ， 
若 存 在 可 逆 复 和 矩阵 8 使 4 二 01'B89, 则 称 4 与 8 复 相 似 .证 明 :4 与 3 实 相似 的 
区 要 条 件 4 与 至 复 相似 . 

14. 设 


是 一 个 实 矩 阵 且 邓 一 x 一 1. 证 明 : 
(1) 如 果 |Tr(4) | > 盖 2 ,那么 存在 可 道 实 罕 阵 了 使 


A 0 
TiAT= | | 
0 人 


C2) 如果 |Tr(4)|=2, 且 4 关 圭 8, 那么 存在 可 逆 实 矩阵 使 


} |] -] |] 
me 
0 1 或 0 -| 
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第 五 章 “” 方 阵 的 相似 标准 形 


3 1 和 做 抱 阵 及 其 标准 形 ， 


一 、 和 矩阵 
1. 符号 PL 表示 数 域 P 上 关于 文字 4 的 多 项 式 构 成 的 多 项 
式 环 . 取 aij(%)EPL4j, 称 如 下 的 矩阵 


a (A) aiz (A) Er ain (A) 
4(4) = | azi(A) a22 (A) ‘0 aza (A) 

Gm (MA) amn2(A) + ann (CA) 
为 P 上 mxn 的 和 和 窍 阵 ;特别 , 当 m==n 时 , 称 4( 和 ) 为 P 上 的 % 阶 入 
矩阵 . 形 如 

a (A) 0 

0 Qn (A 和) 

的 了 上 nn 阶 和 -和 矩阵 称 为 对 角形 人 -和 矩阵. 


显然 ,)- 矩 阵 也 包括 以 数 为 元 素 的 矩阵 ( 即 数字 和 矩阵 ). 为 区 别 
起 见 , 以 下 用 4(4),B(%),… 表 示 和 -矩阵 , 仍 用 4,B,… 表 示 普 通 的 
数字 和 矩阵,B 表示 # 阶 单位 矩阵 .为 了 简便 ,以 下 提 到 的 人 矩阵 ,如 
未 作 特 别 声 明 , 均 指 数 域 P 上 的 人 和 定 阵 . 

2. )- 和 矩阵 的 相等 .加 法 和 乘法 运算 .2” 阶 2- 惩 阵 的 行列 式 秆 
义 等 ,都 和 数字 和 矩阵 的 相应 定义 完全 一 致 , 因 而 和 - 窍 阵 与 数字 
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甜 阵 有 相同 的 运算 规律 ,有 相同 的 行列 式 性 质 .4()) 的 秩 仍 
定义 为 : 非 零 矩 阵 的 秩 等 于 其 中 不 为 零 子 式 的 最 高 阶 数 ; 零 惩 阵 的 

3 设 4() 是 nn 阶 和 矩阵 ,车 存 在 n 阶 人 矩阵 BC 和 ) ,使 

A(A)B(A) 一 BC)4(2) = (1) 

其 中 下 是 z 阶 单位 矩阵 , 则 称 4(2) 为 可 首 矩 阵 . 易 知 这 样 的 
8B(%) 是 唯一 的 . 称 B() 是 4(1) 的 道 矩阵 , 记 B(4) = 二 4-7!(). 

和 和 矩阵 AC 和) 可 道 的 充分 必要 条 件 是 它 的 行列 式 |4(4) | 为 数 
域 P 中 不 为 零 的 数 . 

4 人 -和 定 阵 的 初等 变换 指 的 是 : 

(1) 换 法 变换 两 行 ( 列 ) 互 换 位 置 ， 

(2) 倍 法 变换 ” 某 一 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 常数 ，; 

(3) 消 法 变换 各行 ( 列 ) 的 p(4)(E€P[4j]) 倍 加 到 男 一 行 
( 列 ) 上 去 . 

5. 单位 矩阵 经 过 一 次 人 - 抢 阵 的 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初 
等 -矩阵 . 简称 初等 矩阵 . 它 具 有 以 下 性 质 : 

(1) 初 等 矩阵 是 可 逆 阵 ; 

(2) 对 mxn 的 和 九 矩 阵 4( 科 ), 左 ( 右 ) 乘 一 个 m 阶 (n 阶 ) 初 等 沅 
阵 ,相当 于 对 4(%) 的 行 ( 列 ) 作 相应 的 初等 变换 ; 

(3) 阶 人 -矩阵 4() 可 道 的 充分 必要 条 件 是 4(4) 可 表 成 有 
限 个 初等 矩阵 之 积 . 

二 、 氏 和 矩阵 在 初等 变换 下 的 标准 形 

1. 和 - 插 阵 4(%) 经 过 有 限 次 初等 变换 后 化 成 B(2)，, 称 4( 和 ) 忆 8B 
(和 )) 等 价 ( 也 叫 相 抵 ), 记 为 4( 人 7) 全 忆 (1). 

2. 若 人 -矩阵 442) 等 价 于 如 下 形式 的 矩阵 
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(4 
dz (4) 


B(%) = d, (4) (2) 


且 满 足 条 件 ; (Dd)|d 4) (=1,2,.… ,7 一 1). 
(2)d;(4) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 G 二 1,2,…,7), 则 称 BC4) 
是 4(4) 的 标准 有 形 ( 也 叫 法 式 ), 称 8B(4) 的 对 角形 上 各 非 零 元 素 
di1《4) ,da(4),…,d,( 久 ) 为 4(4) 的 不 变 因 子 . 4() 的 标准 形 是 唯一 的 . 
3.2 阶 方 阵 4 的 特征 矩阵 48-4 的 标准 形 为 
| 
1 


ds+1 (41) 


d, (A) 
这 里 dt1(4),…,d(4) 是 三 一 4 的 非常 数 不 变 因子 ,4 的 特征 人 第 阵 
的 标准 形 (3). 简称 为 矩阵 4 的 标准 形 . 

4. 等 价 的 外 窍 阵 有 相同 的 秩 ( 注 意 : 道 不 真 ). 

5. 设 入 矩阵 40 和) 的 秩 7 二 0,t 是 正 整 数 且 1 二 k<<7, 称 4(%) 的 
一 切 级 于 式 的 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 为 它 的 k 级 行列 式 因 
子 . 记 为 D.(4). 

6. 数 域 P 上 1 证 阵 4(4) 的 一 切 不 变 因 子 4 G0) (i==1,2,** ,7) 
在 PP 上 的 标准 分 解 式 中 不 可 约 多 项 式 的 方 竹 的 全 体 ( 相 同 的 按 出 
现 的 次 数 计算 ), 称 为 4(4) 在 P 上 的 初等 因子 . 简称 4(%) 的 初等 因 
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子 . 特别 当 己 是 复数 域 时 ,4() 的 每 个 初等 因子 都 是 一 次 因 式 的 
竹 . 

7. 4 阶 方 阵 4 的 特征 矩阵 2B-4 的 行列 式 因子 .不 变 因 子 和 初 
等 因子 ,分 别 简称 为 4 的 行列 式 因 子 ,不 变 因 子 和 初等 因子 . 

8.2 阶 估算 阵 4( 和 9) 的 各 阶 行列 式 因 子 和 不 变 因 子 之 间 有 如 下 
的 关系 ， 


(C1)D.CA) =d CA) dCA)od (A) (K=1,2,.** ,7) (4) 
Di(4) 
(2)d (A) = WFD NEE2,3, » 7 ) (5) 


9. 设 Bo) 是 数 域 忆 上 对 角形 和 矩阵 ,将 其 对 角 线 上 次 数 大 于 
0 的 元 素 分 解 为 P 上 不 可 约 因 式 的 方 短 之 积 , 则 所 有 这 些 方 窒 ( 相 
同 的 按 出 现 的 次 数 计算 ) 的 全 体 就 是 8() 的 初等 因子 . 

10. 车 4(4)、8(7) 都 是 mxn 的 和 矩阵 , 则 以 下 条 件 彼此 等 价 ， 

(1)A(4)=B(A); 


(2) 有 相同 的 标准 形 ; 

(3) 有 相同 的 行列 式 因 子 ; 

(4) 有 相同 的 不 变 因子 ; 

(5) 有 相同 的 秩 和 初等 因子 ，; 

(6) 有 初等 和 和 窍 阵 PIC) ,Ps (4) GCC ,0.(4) ,使 
PP CA)4(02)9 0 …G(C2) = BC2) (6) 

(7) 存 在 m 阶 可 逆 矩 阵 PC4) 和 4 阶 可 逆 和 矩阵 8CG2), 使 ” 

P(A AC ON) = BON) : (7) 
应 用 举例 


例 1 下 列 " 阶 和 矩阵 4(4) 是 否 为 满 秩 和 矩阵 ( 秩 为 4 的 矩 
阵 )? 是 否 可 逆 的 ? 若 可 逆 , 求 其 逆 甜 阵 ; 


1 0 1 1 入 0 
(DACW=10 和 1 4，(2)4( 一 | 2 % 1 
4 1 2 )2+1 2 A+3 
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解 (1) 行 列 式 |4( 和 ) | = 入 一 222EP. 但 秩 4(04) 一 3 天 0, 故 
4(2) 是 满 秩 阵 而 不 可 逆 . 
(2) 行 列 式 |4(4)|== 一 2EP,4(4) 是 满 秩 从 阵 且 可 逆 , 用 数字 
矩阵 求 逆 和 矩阵 的 同样 方法 可 求 得 
z 13 十 人 2 -和 -4 A 
4 一 本 | -1 2+1 -1 
4-13- 十 全 2 -4 
例 2 求 和 矩阵 4(%) 的 标准 形 , 其 中 
上 1-A 和 1 


和》 -A 
I+ 人 -2 

解 ” 可 用 两 种 方法 求 4() 的 标准 形 . 

解法 一 “利用 初等 变换 . 

下 面 用 符号 [十 Ke())] 表 示 消 法 变换 :将 第 行 ( 列 ) 的 Ca 
倍加 到 第 7 行 ( 列 ) 上 . 并 约定 置 于 箭头 上 (下 ) 表 示 是 对 行 ( 列 ) 进 


行 初等 变换 . 


4(4) = 


1]-2 和 2 1 2+2 2 
A(4) 二 | 和 1 -和 ra 0 - 儿 
1 十 入 -4221 [+3 | 0 -2 
0 和 衫 + 入 1 [3+2( 一 2)] ff0 + 和 A 0 
nt | | | | 
1 0 -A ] 0 0 
由 此 即 知 ,4(C%) 的 标准 形 应 为 
1 0 0 
B(A)= 10 4 0 (8) 
0 0 ACA+1) 


解法 二 ”利用 行列 式 因子 和 不 变 因 子 的 关系 式 (5)， 先 求 出 


4(4) 的 行列 式 因子 . 
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因 (1 一 4,) 二 1, 故 Di (4)=1. 
4(?) 的 第 二 ,三 列 均 含 有 因子 h, 故 二 级 行列 式 因 子 必 会 

1- 2 

有 因子 1, 又 第 一 ,二 行 上 有 两 个 二 阶 子 式 中 二 | 一“ 


和 A 
入 外 
1(1 一 2 一 22) 和 M;= ， .| = 一 PC D 的 最 大 公 因 式 是 和, 故 


Ds(%) = 
多 Ds(4)= |A(4) | 二 大 (4 十 1) 
DD) = DD = 1， (0 一 下 一 ) 
D(X4)  ,,. 


故 4(%) 的 标准 形 仍 是 (8) 中 的 矩阵 BC%). 

和 矩阵 的 标准 形 \ 不 变 因 子 , 行 列 式 因 子 及 初等 因子 四 者 之 
间 , 有 着 密切 的 联系 . 已 知 其 中 之 一 , 便 可 逐一 求 出 其 他 . 上 例 已 盖 
明 求 矩阵 的 标准 形 的 多 种 途径 . 通过 下 面 例子 可 以 看 到 ,在 某 
种 情况 下 ,还 可 利用 已 知 的 初等 因子 求 得 -和 矩阵 的 标准 形 . 

例 3 试 求实 数 域 上 4- 什 阵 4(?) 的 标准 形 ,其 中 

人 十 24 十 2 
入 十 人 -2 
人 十 1 


A(%) 一 


(4+ 1)? 
解 ”对 角形 和 矩阵 的 初等 因子 ,由 其 对 角 线 上 所 有 元 素 所 含 一 
切 不 可 约 因 式 的 方 笑 组 成 ,注意 到 元 素 入 十 叉 一 2 一 (12 十 2 十 2)(4 
一 1) 是 它 在 R 上 的 不 可 约 因 式 分 解 式 , 于 是 4()) 的 初等 因子 为 : 
从 十 2 十 2 入 十 2 十 2,1 十 1, (2 十 1) 1 一 1 (9) 
在 (9) 的 基础 上 , 找 出 4()) 的 不 变 因 子 d( 和 ) (一 1,2,3,4). 考 


虑 到 条 件 d(4) 1adis1(4), 可 断言 4(4) 的 最 后 一 个 不 变 因 子 恰 含 (9) 
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中 一 切 相 异 不 可 约 因 式 的 最 高 次 医 , 又 4() 的 秩 为 4, 故 最 后 一 个 
不 恋 因 子 为 (1). 再 由 (和 应 含 (9) 中 把 wu(2) 取 后 余下 的 一 切 不 
闻 的 不 可 约 因 式 的 最 高 次 寡 . 以 此 类 推 ,可 求 出 心 (2), (2. 这 个 
过 程 可 用 下 表 显 示 出 来 . 


di(A) 和 十 22 十 2 /一 | 
ds (A) 和 十 24 十 2 ] 
(10) 
他 (六 ) ] 
di (A) l 


即 dd(4) 二 (名 十 24 十 2) (4 十 1)?(4 一 1) 
ds (2) 一 (入 十 2 十 2)(2 十 1)， di 人 ()) 一 0(2) 一 1. 故 4(2) 
的 标准 形 为 
1 
1 
(A 十 24 十 2)(2 十 1) 
(227 十 22 十 2) 十 1704 一 工 ) 
此 例 求解 过 程 中 ,通过 初等 因子 求 不 变 因 子 的 方法 是 可 取 的 . 
表 (10) 的 行 数 等 于 4(4) 的 秩 , 列 数 为 初等 因子 中 互 异 的 不 可 约 因 
式 的 个 数 , 每 个 不 可 约 因 式 到 完 后 , 则 用 1 代 蔡 ,直到 把 表 填 满 , 于 
是 表 的 每 行 确定 一 个 4() 的 不 变 因 子 . 第 一 行 确定 最 后 一 个 不 变 
因子 ,以 后 各 行 依次 确定 出 其 他 的 不 变 因子 
例 4 六 阶 征 阵 


qa -b 
b a | 
a -b 
A 站 二 
bp a | 
a -b 
bp a 


其 中 a.2b 是 实数 且 5b 沽 0. 试 求 4 的 特征 矩阵 和 8 一 4 的 行列 式 因 子 、 
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不 变 因子 及 其 在 复数 域 上 的 初等 因子 . 


解 
ia &b 
-bb Aa 1 
A-a b 
A(4%) 一) 下 一 4 一 
-b Ad -l 
所 -人 
-b A-a 


先 求 行列 式 因子 D: (4). 注意 到 4(2) 右 上 方 有 个 5 阶 子 式 等 
于 十 BB 了 0, 可 知 Ds(4)= 二 11, 考虑 到 整除 条 件 D(4) | D+1(4), 便 得 
4A(4%) 的 行列 式 因 子 : 
DI(4) 一 Do 一 DC 一 AD) 一 Di 一] 
Del4) = |AB— A| = [(4— a)? + 6 
4( 和 的 不 变 因 子 : 
di(4) = ds(h) = dA) = (4) = dN)=1 


DOD 
de(%) = Da) 一 [一 oa 十 好 


A(4) 的 初等 因子 ; (14 一 ae 一 部 )3 (4 一 a 十 员 ) 

一 般 来 说 , 先 计算 某 个 高 级 行列 式 因 子 ,利用 整除 条 件 Di (4) | 
DC) ,就 可 大 致 估计 低级 行列 式 因 子 的 取 值 范围 ,这 是 计算 行 
列 式 因 子 常用 的 方法 之 一 . 特别 是 如 例 4, 当 某 个 D.(4) 为 非 零 常 
数 的 情形 ,这 个 方法 更 显得 简捷 、 有 力 . 

例 5 试 求 和 矩阵 4(%)==48 一 4 在 有 理 数 域 . 实 数 域 和 复数 
域 上 的 初等 因子 ,其 中 定 阵 

3 1 -3 
-1 -1 5 
解 ” 先 用 初等 变换 将 4( 和 ) 化 成 与 之 等 价 的 对 角形 矩阵 . 
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人 -已 -1 包 人 -] 已 
A(A)= 十 2 6 | 一 >|-2 1)+2 -6 
[1 十 3(1) 

] 1 -5 2 -4 ] 和 -5 

0 -1 0 1 [3 十 10)] 0 -1 0 
2 十 1(4 十 2) 
A 1G+2)) )2+222 0 3》 
[3 十 2(3) ] 
1 十 2(2) | 24-4 ] 人 -2 2 人 -4 0 2-2 
0 -1 0 


0 -1 0 
A*-4A-2 0 ad Fat A-44-2 0 A*-A-2 
2 0 0 人 -2 


[1 十 3( 一 2)] 


-1 
A-44-2 0 A-4 
0 0 人 -2 


-1 0 0 
一 一 一 >~| 0 -4%2 0 


-1 0 0 
故 4()) 僵 有 (2) 一 |0 -4 人 -2 | 

0 0 )-2 
于 是 4( 和 = 和 5 一 4 的 初等 因子 是 : 

在 有 理 数 域 上 : 4 一 2, 久 一 44 一 2， 

在 实数 域 上 :4 一 2,4 一 2 十 6 ,4 一 2 一 6. 

在 复数 域 上 ,4 一 2,4 一 2 /6,4 一 2 一 V6. 

由 此 可 见 ,一般 而 言 初等 因子 与 所 考虑 的 数 域 P 有关. 值得 
指出 的 是 ,上 例 中 与 4( 和 ) 等 价 的 人 -矩阵 BC(4), 并 非 4( 和 ) 的 标准 
形 . 为 求 初等 因子 ,得 到 对 角形 阵 5(1) 就 行 了 . 这 比 按 定义 先 求 4 
() 的 标准 形 及 它 的 不 变 因子 再 求 初等 因子 简便 . 

例 6 设 丰 0) 一 入 十 ai 十 … 十 co 十 oEPL ,用 了 (2 的 
系数 作 有 阶 方 阵 


[2 十 3(1) | [2 十 3( 一 4 一 2)] | 


-] 0 
-44-2 0 0 
0 0 4-2 


了 7 


0 0 0 ... 
证 明 4 的 特征 矩阵 4A() 二 8 一 4 只 有 唯一 的 非 党 数 不 变 因子 . 
证 明 先 用 初等 变换 化 简 4B 一 4 


A 0 0 ... 0 a 
-] 人 0 0 a,_i 
A(4) 一 和 5 一 4 一 |0 -1 2 1 
0 0 0 -1 4+a 
将 4(7 的 第 2,3,，… 叶 行 分 别 乘 以 12,… ,各 -! 后 都 加 到 第 一 行 
上 去 . 则 / 
0 0 0 … 0 f(2) 
-1 0 ai 
A(A) 二 BC(A)=10 -1 4 :+ 0 a4， 


0 0 0 ... -1 A+a 

故 只 须 求 人 -矩阵 8(4) 的 不 变 因 子 .注意 和 矩阵 B() 左 下 和 角 的 x 一 
1 阶 子 式 等 于 常数 (一 1) 一, 它 的 一 1 级 行列 式 因子 应 为 1, 仿 例 
3 的 解法 , 便 得 4(%) 的 行列 式 因子 为 

D(A)=D(NW="=D(N)=1,D,(NW= |B |=f() 
于 是 4(%) 的 不 变 因 子 是 ， 

di (A)=d2(h) = =d (4)=1,d(4)=D,()=1()) 

故 4(4) 只 有 唯一 的 非常 数 不 变 因子 f(4). 

此 例 的 解法 告诉 我 们 ,为 求 入 矩阵 4(4) 的 诸 因 子 ( 行 列 式 因 
子 ,不 变 因 子 和 初等 因子 ), 可 先 寻 求 形式 较为 简单 且 与 4(%) 等 价 
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的 和 矩阵 B(2) 的 诸 因子 . 

例 7 设 4.8 是 两 个 z 阶 方 阵 , 证 明 如 果 4 与 8 合同 , 则 入 着 
阵 124 一 4 与 5 一 下 等 价 . 

证 明 4 与 8 合同 表示 有 nn 阶 可 道 方 阵 P, 使 B=P'4P. 于 
是 5 一 P4P 日 

1 一 及 一 2P 4P 一 P4P 一 P (4 一 4 )P 

因 忆 是 可 道 阵 ,从 而 已 也 可 逆 , 故 14 一 4 与 48 一 B' 是 等 价 的 和 和 宅 
阵 . 


$ 2 ”数字 矩阵 的 相似 


基本 概念 与 结论 


一 、 人 -矩阵 多 项 式 
1， 人 任意 阶 人 矩阵 4(4) 总 可 表 成 以 下 形状 : 
A(4) 二 人 Ao 十 各 -1 和 1 十 … 十 和 4m_1 十 4， 
或 4( 和 一 4 和 Mr 十 4 和 -1 十 十 4 1 十 4， (11) 
其 中 系数 4 = (1=0,1,…,m) 是 x 阶 数字 矩阵. 当 刀 了 0 时 , 称 
4() 的 次 数 是 普 , 称 (11) 式 为 4(2) 的 关于 /的 多 项 式 表达 式 . 今 瑟 
为 n 险 数 字 方 阵 ， 
则 记 A (CH)==H"ho 十 HBH"!4 十 十 HA，-1 十 An 
AT(H) 二 AoH" 十 41H"-! 十 十 4。_1H 十 4， 
因为 化 阵 乘法 不 满足 交换 律 ,所 以 一 般 说 来 4”(H) 关 4"(H). 
2. 4 为 4 阶 数字 方 阵 ,U (和 和 VC4) 都 是 阶 各 窍 阵 , 则 存在 唯 
一 的 两 对 和 矩阵 94) ,RD 以 及 数字 和 矩阵 go, 使 
7 和) 一 (8 一 4)8() 十 0 上 且 一 Z (4h); 
F( 和 一 有 CD)(AEB 一 4) 十 Fo To 一 Fe (A). 
(CD) 叫 以 (1B 一 4) 左 除 5 的 左 商 ,RD) 叫 以 (2 一 4) 右 除了 (2) 
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的 右 商 

3. 设 了 了 (4) 二 qo 十 qj-!1 十 。。 “十 qm_14 十 an EE PL 和 41,ao 关 0, 则 有 
唯一 的 m 一 1 次 大 和 矩 阵 8(4) ,使 

(DAFOE= AB AQ(A)TF A = (NE— 入 十 JC) 成 立 ， 

(2)f(2)E= (AE 一 A)Q(4) ,或 0)8= 一 Q(4)(48 一 人 名 成 这 
的 充分 必要 条 件 是 f(4)==0. 

4.2 阶 数字 矩阵 4 的 最 后 一 个 不 变 因 子 等 于 4 的 最 小 多 项 式 
( 见 例 2)， 

二 、 托 阵 相似 的 条 件 

1. 议 4 与 8 是 PP 上 两 个 za 阶 数字 矩阵 , 则 以 下 诸 条 件 彼 此 等 
价 : 

(1)4 与 互相 似 ; 

(2) (AE— A) (418—B); 

(3) 有 相同 的 行列 式 因子 ; 

(4) 有 相同 的 不 变 因 子 ; 

(5) 在 P 上 有 相同 的 初等 因子 ; 

2. 候 阵 4 相似 于 对 角形 矩阵 的 充分 必 要 条 件 是 和 5 一 4 的 杞 
等 因子 都 是 一 次 的 . 


应 用 举例 


一 、 不 变 因子 与 最 小 多 项 式 

例 : 写 出 入 盾 阵 4(j) 关 于 7 的 多 项 式 表 达 式 ， 其 中 
]72 -人 2( 入 十 "| 

A 十 5h 3 


j= ot+|s +lo ol 
~ 0 5 3 0 0 


例 2 设 4 是 a 阶 方 阵 ,证 明 4 的 最 小 多 项 式 m (2) 等 于 最 后 


了 7 


A(4) = | 
解 


FE 


一 个 不 变 因 子 4.(2%). 

分 析 ” 据 最 小 多 项 式 的 定义 , 它 应 是 4 的 零 化 多 项 式 中 首 1 
且 次 数 最 低 者 . 我 们 的 证 明 分 两 步 进 行 . 先 证 4,(7) 是 4 的 零 化 多 
项 式 , 再 证 d,(%) = 二 m(%). 

证 明 (1) 因 方 阵 4 的 特征 矩阵 8 一 4 的 2 一 1 级 行列 式 因 子 
D._1(4) 应 是 它 ” ”伴随 矩 阵 (%8 一 4)* 中 一 切 元 素 的 最 大 公 因 式 , 若 
设 

(AB — A)* = D,_1(%)BCN) (12) 


”那么 ,8(%) 的 一 切 元 素 作为 多 项 式 应 是 互 质 的 . 


义 (AE— A)* (48—A)= |4E—A|E=D,()E 
将 (12) 式 代入 ,得 
D1(A LBCOA AE 一 4)] = DE = D(A) Cd, EB) 
而 D,_1( 和 ) 关 0, 于 是 : 
B(A)(AE — A) = ad.(2)E (13) 

从 而 4.(4)==0 

(2) 因 ad,(4) 是 4 的 零 化 多 项 式 , 应 有 m(%) 1d (4). 设 d,(4) 二 
(4)h( 久 ) , 若 证 得 (4) = 二 1 则 结论 自明 . 考虑 和 -矩阵 4(4) 二 m(4) 
8, 因 m(4)= 二 0, 必 有 条 矩阵 QC(4) 存 在 ,使 

m(A)E = QM AE — A) 

代入 (13) 式 得 
BO) CAB — A) = dE = mR ME = [OGRA) | CE — A) 
由 商 的 唯一 性 得 BC 和) 二 8C2)4()， 

据 此 ,h(%) 应 是 BC 和 4) 中 个 元 率 的 公 因 式 ,已 知 BC 和) 所 含 一 
切 元 素 是 互 质 的 ,邦和 (4) 二 1,m( 和 10) 二 4, (4). 

最 小 多 项 式 与 最 后 一 个 不 变 因 子 间 存在 着 的 这 种 联系 ,不 但 
可 推出 最 小 多 项 式 的 一 些 有 用 的 性 质 ( 见 例 3) ,还 可 得 到 在 复数 
域 上 判别 矩阵 与 对 角形 和 矩阵 相似 的 一 个 重要 判别 条 件 . 

例 3 设 f(4) 是 nn 阶 方 阵 4 的 特征 多 项 式 ,m(4) 是 4 的 最 小 
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多 项 式 , 证 明 : 

(1)4 是 4 的 特征 根 的 充 要 杀 件 是 4 为 m(4) 的 根 ; 

(2) 若 4 的 特征 根 两 两 互 异 , 则 f(4) 二 m(4); 

(3)f (2) | (Cm) )’. 

证 明 (1) 充 分 性 显然 真 , 只 须 证 必要 性 . 因 4 的 特征 矩阵 48 
一 4 的 秩 是 4, 易 知 fC(4)==|48 一 4|==d1 (4)d2(4) ed,(%) 
任 取 4 的 一 个 特征 根 入 ,由 (和 0) 二 0 知 必 存在 402) ,使 由 (io) 一 0 
(1 过) ,但 4(4)14,(4%), 于 是 d, (加 )= 二 0, 但 m(4) = 二 d,(%), 故 
m(Mo) 一 do) 一 0,) 是 ml4%) 的 根 . : 

(2) 由 题 设 知 ff 和) 二 48 一 4| 二 (4 一 为 ) (4 一 各)… (4 一 入 ) 这 里 
和 yj ,和 % 两 两 互 异 , 由 (1) 有 mC4) 二 (4 和 一生) (4 一 加 )… (4 一 入 ) 
二 了 (%) : 

(3) 因 (一 mA) ,但 每 个 不 变 因 子 4(%) 都 是 d,( 和 ) 的 因 式 ， 
故 

di CA da CA) ood CA) Vash) ,BRD FCA) [mCA) 

二 、 和 拖 阵 相似 的 判定 

在 第 四 章 ,我 们 曾 根 据 矩 阵 相似 的 定义 ,讨论 过 两 个 矩阵 相似 
的 问题 , 下面 的 例子 说 明 , 用 矢 和 矩阵 的 有 关 知 识 去 判断 窑 阵 的 相 
似 是 一 个 重要 的 方法 . 

例 4 证 明 下 面 两 个 * 阶 方 阵 4 与 妃 相 似 ,这 里 


010… 0 0 0 0 0 . 0 0 
0 0 1 :. 0 0 1] 0 0 .1 0 0 
网 四 000… 0 0 一 0 1 0 0 0 
0 0 0 ... 0 1 0 00… 0 0 
0 0 0 :1:.. 0 0 z 0 0 0 ... 1 0 


证 明 计算 它们 的 行列 式 因子 . 


170 


A -1 0 0 
入 0 0 
/8 一 4 一 
0 0 0 .+ A -| 
0 0 0 . 0 4 


其 有 上 角 有 + 一 1 阶 子 式 等 于 (一 1)"-!, 故 D._1(4%)= 二 1, 于 是 4 的 行 
列 式 因子 为 
(人 人) 一 Do 一 一 中 一 (一 入 (14) 
同 理 计算 4 一 8 的 行列 式 因子 , 仍 有 (14) 式 中 的 结果 , 于 是 由 3 2 
基本 结论 知 4 与 B 相似 . 
”人 例 5 以 下 形状 的 矩阵 称 为 下 海 森 伯 格 阵 
a ad12 0 


(33 U34 


其 中 orG=1, 2 2 一 1) 称 为 它 的 上 对 角 线 元 素 , 证 明 上 对 和 角 
线 元 素 全 不 为 零 的 两 个 下 海 森 伯 格 阵 4 与 5 相似 的 充 要 条 件 是 
它们 的 特征 多 项 式 相 等 . : 
证 明 任 一 下 海 森 伯 格 阵 的 特征 矩阵 右上 和 角 的 一 1 阶 子 块 
中 ,任意 (1 二 tn 一 1) 阶 顺序 主子 式 均 等 于 上 对 角 线 上 前 * 个 元 
素 之 积 ; 故 它 的 上 级 行列 式 因 子 均 为 1 换言之 , 任 取 两 个 下 海 秋 
伯 格 阵 4 与 B, 它 们 有 Di 和 )==D,(4)==… 二 D,_1(4)==1, 故 4 与 8B 
相似 充 要 条 件 应 为 级 行列 式 因 子 相等 , 即 |48 一 4|== 1248 一 B81. 
例 6 判别 下 列 复方 阵 , 哪 些 是 相似 的 ? 
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] -2 6 0 -1 0 3 2 0 
A= |-l 0 3|/,B=|0 1 1!,C= |-2 -] 0 
-1] - 4 0 0 1 -1] -1 1 


解 ” 先 分 别 计算 窍 阵 的 特征 多 项 式 , 得 f4()=|128 一 4|= 
(4~—1)’,fa(h)= | —B|=A4—1) ,fe(2)= 1B—C|= (4—1)’, 
只 有 十 阵 4 与 C 才 可 能 相似 . 


再 求 4 与 C 的 标准 形 ,得 
l 
(AE— A)~~ (A-1) [as_0 
(4-1)7) 
三 个 知 阵 中 仅 4 与 C 相似 ,8 与 4,B 与 C 均 不 相似 . 
例 7 证 明 下 列 二 个 方 阵 ,任何 两 个 都 不 相似 . 


a 0 0 a 0 0 a 1 0 
A=|0 a 0|, B= |0 4a ， C= I0 a 1 
0 0 &a 0 0 a 0 0 a | 


证 明 大 一 0, 显 见 4、.B.C 的 秩 互 不 相等 . 故 任何 两 个 矩阵 
均 不 相似 . 

硅 4 关 0; 易 知 4,B,C 的 初等 因子 分 别 为 4 一 a ,4 一 a ,4 一 a; 
4 一 a, (4 一 a)?;(4 一 a)，, 其 中 任 二 组 初等 因子 均 不 相同 ,换言之 , 任 
二 和 搜 阵 都 不 相似 . 

例 8 4 是 4 阶 方 阵 , 如 果 使 4=0 的 最 小 正 整数 就 是 4, 称 4 
为 上 次 器 零 阵 ,证 明 一 切 w 阶 n 一 1 次 器 零 窍 阵 彼此 相似 . 

证 明 设 4 是 任意 % 一 1 次 蜂 零 矩阵 , 则 

4 1! 二 0, 而 4 关 0(0<s<<x 一 1) 
于 是 f(4)= 二 入! 是 4 的 零 化 多 项 式 , 且 4 的 最 小 多 项 m(4)= 和 -1!， 
4 的 最 后 一 个 不 变 因 子 4 和 2) 一 .又 |48 一 A|=d (dC0)wd， 
(和 为 2 次 式 . 且 有 di《(4) |diti(4) 故 4 的 不 变 因 子 为 : 
dM) = dN) 1,d_1(4) = A,d, (A) = -1 
178 


由 4 的 任意 性 知 任 两 个 * 阶 x 一 1 次 医 零 阵 有 相同 的 不 变 因 子 , 故 

相似 . 

例 9 设 2 阶 方 阵 4,4 ,8,B 中 ,4 和 4 是 满 秩 的 ,证 明 有 可 

逆 方 阵 P,9 ,使 41==P48,B,=PBQ 的 充分 必要 条 件 是 44 一 B 与 44， 

一 B, 等 价 . 

分 析 44 一 B 与 441 一 Bi 等 价 的 充 要 条 件 之 一 是 有 可 逆 阵 

P,Q 使 44 一 二 PC(44 一 B)Q, 我 们 沿 着 这 样 的 思路 去 证 明 . 

证 明 必要 人 性 由 题 设 4 一 P49 ,Bi==P59 ,于 是 
AA1—Bi=APA0— PBO=—P(AA— BIQ 
有 《大 41 一 有 ) 人 (4 一 月 ) 
充分 性 ”由 题 设 (441 一 B81) 之 (44 一 8B) 
故 有 可 道 窍 阵 ST 使 
S(AA—B)T—= 4A:1— Bb, 

已 知 4 及 4 是 满 秩 阵 ,它们 的 道 害 阵 存在 ,于 是 由 上 式 有 
SA(ABE— A TB)T= A.(AB— AT!'B,) 
ATISA(AsE— A iB)T= BE- AT'B 

注意 窍 阵 47184 是 可 逆 定 阵 , 字 是 可 逆 阵 . 这 就 推出 (4E 一 A718) 

之 (hE 一 47181), 于 是 4-'B 与 A7'B1 相似 ， 必 有 可 放 方 阵 没 为 @， 使 

AT'BI=Q (AB)Y, B=AQ A BY 
于 是 AA'—B=A44E— AQ 1A !BO 
=AA1(Q A TAQ0)— AQ AT'BY 
=AQ Ai(AA—B)O (15) 
令 PP 一 40"147', 显 然 P 是 可 道 方 阵 ,比较 上 式 的 两 问 , 可 得 
A =?40 ,B= PBY 
三 、 和 矩阵 与 对 角 阵 相似 的 条 件 
例 10 设 4 是 za 阶 复 定 阵 , 则 4 与 对 角形 矩阵 相似 的 充 要 条 

件 是 4 的 最 小 多 项 式 m(2) 无 重 根 . 

证 明 ”我 们 用 例 2 中 六 (1) 一 由 (及 不 变 因 子 有 关 的 性 质 来 
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证 明 . 

充分 性 m(4) 二 d,(4) 无 重 根 ,由 464) 1d;y1(4) 知 ,4 的 每 个 
不 变 因 子 d:() 都 不 能 有 重 根 . 从 而 特征 矩阵 和 2 一 4 作为 复数 域 上 
的 入 矩阵 ,其 初等 因子 全 为 一 次 式 . 故 4 必 与 对 角 阵 相似. 

必要 性 因 4 与 对 角 阵 相似 ,特征 窍 阵 和 一 4 的 初等 因子 必 
均 为 一 次 式 , 故 最 后 一 个 不 变 因子 & 42) 也 只 能 是 不 同 的 一 次 因 式 
之 积 . 这 就 证 明了 最 小 多 项 式 m(4) 二 1.(4) 无 重 根 . 

此 例 所 给 出 的 判别 矩阵 与 对 角形 矩阵 相似 的 条 件 , 形 式 上 还 
可 谢 弱 , 见 下 例 . 

例 11 4 为 4 阶 复方 阵 ,证 明 4 与 对 角形 矩阵 相似 的 充分 必 
要 条 件 是 存在 次 数 大 于 1 的 无 重 根 的 多 项 式 了 ()) ,使 f(4) 一 0 

证 明 取 f(G)=m(G) 为 4 的 最 小 多 项 式 , 即 知 必要 性 成 立 . 
现 证 充分 性 由 f(4) 王 0 知 f(2) 为 4 的 老化 多 项 式 , 故 有 mm (2) | 
f(4). 已 知 f( 和 ) 无 重 根 , 故 m() 没 有 重 根 . 所 以 4 与 对 角形 矩阵 
相似 . 

利用 例 11 来 判定 复数 域 上 的 矩阵 与 对 角形 阵 相似 常常 是 较 
为 简便 的 . 因为 要 找 一 个 窍 阵 4 的 无 重 根 的 零 化 多 项 式 , 在 一 些 
情况 下 是 比较 容易 的 . 例如 硅 等 逢 阵 (4:=4), 么 寡 矩 阵 (4 一 B) 显 
然 分 别 有 无 重 根 的 霉 化 多 项 式 了 (1) 一 入 一 2,f( 人 一 一 1. 故 知 等 
甜 阵 , 么 蜂 和 矩阵 和 它 的 特殊 情况 对 合 矩 阵 (4?= 二 8B) 都 是 在 复数 域 上 
能 与 对 角形 矩阵 相似 的 ， 

下 面 ,再 提供 一 种 判别 年 阵 可 与 对 角形 矩阵 相似 的 充 要 条 件 . 

例 12 4 是 z 阶 复方 阵 , 证 明 4 与 对 角形 秆 阵 相似 的 充分 必 
要 条 件 是 对 4 的 每 个 特征 根 入 , 均 有 

秩 (A.8 一 4)= 秩 (8 一 4)? - (16) 

证 明 必要 性 因 4 与 对 角 阵 相似 , 故 4 的 最 小 多 项 式 m(4) 
无 重 根 ,4 的 任 一 特征 根 和 只 能 是 mC 和 ) 的 单 根 .于 是 m(%) 与 (4 一 
?的 最 大 公 因 式 等 于 4 一 入 ,由 最 大 公 因 式 的 性 质 知 , 有 多 项 式 
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u(4),v(4)EECEA1, 使 
uA)m(A) 二 24) (4 一 和 ?二 (4 一 入 ) 
ua(AIm(A) vA) (A— LE) = A— AB 
因 m(4)=0, 故 vo(A) (A— ANE)’= A— NB 
秩 (4 一 8) 二 秩 (4 一 和 1E)? 
但 秩 (4 一 4E)? 志 秩 (4 一 和 8B), 故 条 件 (16) 成 立 . 

充分 性 ”由 例 10, 只 须 证 明 4 的 最 小 多 项 式 无 重 根 . 用 反 证 

法 . 设 4 的 某 个 特征 根 和 是 最 小 多 项 式 m(%) 的 重 根 ,可 设 
m(4) 二 (4 一 罗 )*g (2) 
因 多 项 式 (4 和 )9()) 次 数 低 于 mm() 的 次 数 , 故 
(A—AB)g(A)@AAV 
但 (A—AB)g(A)=m(4)=0 
又 g(4) 关 0,gC(4) 必 存在 非 零 的 列 向 量 XX。, 使 
(A—AE)Xo¥0, 而 (A— 4BE)’Xo=0 

这 就 是 说 , 齐 次 线性 方程 组 

(4A—AE)X=0 与 (4— 和 NB):X=0 
不 同 解 . 故 秩 (4 一 和 8) 关 秩 (4 一 和 48)’, 与 (16) 蔬 盾 . 故 m(4) 无 重 
根 . 从 而 4 与 对 角形 矩阵 相似 . 

以 上 三 例 从 不 同 的 角度 提出 了 矩阵 与 对 角形 矩阵 相似 的 充分 
必要 条 件 ,在 第 四 章 也 给 出 了 这 样 的 一 些 条 件 ,我 们 在 解 题 时 ,要 
结合 题 设 条 件 作 出 最 佳 的 选择 . 

例 135 4 是 * 阶 复方 阵 ,如 = 4(1<m<a) ,证 明 4 必 与 一 个 
对 和 角 阵 相似 . 若 限制 为 实数 域 , 即 4 为 实 矩 阵 , 结论 如 何 ? 

证 明 (1) 在 复数 域 上 ,4 有 零 化 多 项 式 (4)== 和 一 4, 它 无 奸 
根 , 故 4 与 对 角 阵 相似 . 

(2) 在 实数 域 上 ,这 个 结论 不 一 定 成 立 , 例如 


181 


0 -1 0 0 0 
1 0 0 0 0 
4 一 |0 0 0 0 0|= (e, — ei,0,0,0) 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 


则 | 4el 一 ez ,4e? 一 一 ely40 一 0. 于 是 
~ A’ 二 Al(es,—e,0,0,0)=(—e,—e;:,0,0,0) 
4’=A(—el,—e;0,0,0)=(—e,,e,0,0,0) 
4 一 4 一 ezyely 0,0,0) 一 (eliyezy 0 0 0) 
A’=—A(ei,es 0,0,0)= (es,—e1,0,0,0)=4 
但 138 一 4| 一 (十 1) 和 .4 的 特征 根 不 全 为 实数 , 故 4 不 能 与 实 
对 和 角 阵 相似 . 
此 例 提出 的 问题 值得 注意 . 在 讨论 与 对 角 阵 相似 时 ,和 矩阵 所 在 
的 数 域 不 应 忽视 . 


S$ 3 若 当 (Jordan) 标 准 形 


基本 概念 与 结论 
对 于 车 当 标 准 形 的 讨论 我 们 限制 在 复数 域 上 来 进行 . 


一 、 若 当 块 
我 们 称 如 下 形状 的 上 阶 定 阵 
An 
1 Mu 
J (ht) 一 1 A (17) 


1 A 
为 属于 特征 根 (或 属于 初等 因子 (4 一 入 ) 的 若 当 块 . 显 见 , 知 当 
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块 J(%,t) 有 唯一 的 非常 数 不 变 因子 (4 一 入 )', 也 有 了 叭 一 的 初等 因 
子 忆 一 入 ) 
二 、 若 当 形 矩阵 
1. 对 角 线 上 为 知 当 块 的 ” 阶 对 角 分 块 宅 阵 
J 


了 一 | (18) 


称 为 若 当 形 矩 了 三， 其 中 i= J (N,N;) ,G12 ,5) 且 nn 

2 .复数 域 上 xz 阶 方 阵 4 都 相似 于 者 当 形 和 官 阵 J, 且 如 不 
计 对 角 线 上 诸 子 块 的 次 序 , 了 由 4 唯一 确定 . 称 为 4 的 若 当 标 
准 形 . 


应 用 举例 


一 、 若 当 标 准 形 的 求法 
为 了 求 一 个 矩阵 的 者 当 标准 形 ,可 按 下 列 步骤 进行 ， 
1. 求 逢 阵 4 的 特征 矩阵 XB 一 4 在 复数 域 C 上 的 一 切 初等 因 
子 , 设 为 {(4 一 和 4)*|i==1,2,.… ,Ss}). 
2. 对 每 个 初等 因子 (一 2 作 恩 阶 知 当 块 : 
pp 
1 A 
Ji 一 Jhb) = 1 A 


3. 将 得 到 的 全 部 若 当 块 构成 若 当 形 矩 阵 
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J 二 
J 
它 束 是 4 的 知 当 标准 形 . 
例 1 设 方 阵 
/ 3 1 0 0 
4 -1 0 0 
16 1 2 0 
14 -5 -1 0 
试 求 4 的 车 当 标 准 形 . 


解 ” 用 初等 变换 求 得 4 的 标准 形 ( 即 8 一 4 的 标准 形 ) 为 
1 
] 
A(A2) (41)° 
故 4 的 初等 因子 是 ;4,4 一 2,(4 一 1)*. 它 的 若 当 标准 形 是 


[0 
2 
上 一 
1 0 
] 1 
例 2 试 求 方 阵 4 的 知 当 标准 形 
0 1 1 
1] 0 1 
1 1 0 
4 一 
2 -1] 1 
2 2 -| 
1 2 -l 
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解 4 是 准 对 角形 矩阵 . 可 分 别 先 求 出 子 块 的 初等 因子 ,它们 
的 并 就 是 4 的 初等 因子 ( 见 例 4). 分 别 记 


0 1 1 2 -1 1 
A= 11 0 1，4 一 |2 2 -| 
1 1 0 1] 2 -1l 

1 
因 AE;— A,~ A 十 1 / 
(A+1) (A2) 

1 
ABs — A, 


(2-173 


所 以 4 的 初等 因子 是 ;4 十 1,4 十 1,4 一 2, (2 一 1)’, 从 而 4 的 若 当 标 
准 形 是 
-1 


0 11 
例 3 已 知 三 阶 复方 阵 4.85.C.D 有 共同 的 特征 多 项 式 , 证 明 
其 中 必 有 两 个 方 阵 相似 . 
分 析 ” 因 相 似 和 矩阵 应 有 共同 的 者 当 标 准 形 . 故 结合 特征 根 的 
情况 ,讨论 它们 的 若 当 标准 形 的 一 切 可 能 情况 ,就 可 证 明 此 题 . 
正明 ” 设 它 们 的 共同 特征 多 项 式 为 
f(A)=(CA—h) Ah) (NO—h) 
下 面 可 分 三 种 情况 来 讨论 ， 
(1) 和 jha 两 两 互 异 . 此 时 和 挺 阵 应 与 对 角形 相似 , 即 每 个 托 
阵 都 相似 于 对 角形 和 矩阵 : 
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和 
ja 
和 
(2) 有 一 个 二 重 根 , 不 妨 设 入 二 加 闫 入 . 此 时 知 当 标准 形 有 两 
种 可 能 ,它们 是 : 


Na Aa 
(3)f(%) 有 一 个 三 重 根 为 . 这 时 阁 当 标准 形 有 三 种 可 能 . 它们 
是 : 
A 人 1 
1 A 
1 1 A 1 A 
四 个 盾 阵 无 论 在 那 种 情况 下 ,显然 都 会 有 两 个 矩阵 是 彼此 相似 的 . 
例 3 说 明了 若 当 标 准 形 的 应 用 ,下 面 再 举例 说 明 它 的 应 用 . 
二 、 若 当 标 准 形 的 应 用 
因 在 复数 域 上 任意 x 阶 方 阵 4 都 与 若 当 标准 形 窍 阵 J 相 似 ， 
J 是 准 对 角形 矩阵 ,其 中 每 个 子 块 六 的 阶 一 般 均 低 于 矩阵 4 
的 阶 , 且 形式 较 4 简 单 ,这 就 为 在 相似 意义 下 降 阶 处 理 4 的 
有 关 问 题 提供 了 可 能 性 . 因此 ,在 复数 域 上 ,采用 奉 当 标准 形 “ 过 
渡 ”, 达 到 解决 方 阵 4 本 身 问题 的 目的 ,是 夺 当 标准 形 应 用 的 一 个 
重要 方面 . 
例 4 已 知 复 准 对 角形 矩阵 
Al 
4 


人 


J 一 Al ， J; 一 


4 


其 中 A, 为 n; 阶 方 阵 (一 ] 》L ,t) 证明 A 在 复数 域 上 的 初等 因子 
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是 所 有 4.(i 二 1,2,… ,四 在 复数 域 上 的 初等 因子 的 并 集 . 
证 明 将 每 个 子 块 4 化 为 乔 当 标准 形 , 即 有 % 阶 可 北方 阵 
P;, 使 PriAP 二 J， (= 二 1,2,.,t). 


今 
Dh 
P; 
P= 
P, 
则 PP 是 阶 可 逆 方 阵 ,是 
J 
J 
P-I4P = 一 JJ 
J 


由 者 当 标 准 形 的 唯一 性 知 ,] 应 是 4 的 大 当 标 准 形 , 且 每 个 J; 中 
的 若 当 块 就 是 7 的 若 当 块 , 一 个 知 当 块 对 应 一 个 初等 因子 . 故 
4 的 特征 矩阵 的 初等 因子 是 所 有 4 的 特征 十 阵 的 初等 因子 的 

例 5 设 4 是 % 阶 方 阵 , 它 有 和 零 特 征 根 且 是 k 音 根 ,证 明 秩 
4 一 ?2 一休 其 中 (为 任意 正 整数 ). 

分 析 ”由 于 数 域 P 上 和 矩阵 的 秩 不 随 P 的 扩大 而 改变 . 故此 是 
可 在 复数 范围 内 利用 者 当 标 准 形 加 以 证 明 . 

证 明 先 证 s 阶 者 当 块 


有 性 质 J 二 0. 即 J 是 带 零 的 . 
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用 。 表示 第 7 个 分 量 是 1, 其余 分 量 全 是 零 的 s 维 单位 列 向 量 (1 委 
j 魏 s. 则 Jo= (es,e3,…,e,,0), 且 有 等 式 
Joe1—ez ydoes—=eys""* Je 1 一 edJyoe, 一 0 
于 是 ”及 二 Jo(es ,es ,es,0) 二 (e3,e41,… ,es,0,0) 依 此 类 推 有 
Ji 一 (e 0 0,0),7=Jo0(e, O00, ,0,0)=0 
其 次 , 设 与 4 相似 的 者 当 标 准 形 为 7, 即 有 可 北 阵 P 


J 1 


J Bb 
使 P14P=J= ， -| | 


其 中 开 二 /14,46 二 1,2,…, 引 ， 访 nw 一 4B4 为 J 中 一 切 特征 根 为 
零 的 若 当 块 构成 的 阶 子 块 ,B 为 7 中 其 余 若 当 块 构成 . 故 8 应 是 
nk 阶 的 满 秩 子 阵 . 不 妨 设 
J 


J 


由 前 面 讨论 知 J*=—0 (i 一 1,2,"…,m) ,又 mn, 一 kh, 歼 有 Bt=0,， 
且 对 任意 目 然 数 ( 有 B+'==0. 又 


有 0 
PlAttip 一 J*ttt - 一 
B*+! | Pt 十 : 


由 于 8 是 满 秩 一 上 阶 子 块 ,这 就 证 明了 结论 : 
秩 44+: 一 秩 B+ 一 n 一 k 

此 例证 明 中 提 到 的 零 特 征 根 所 在 若 当 块 B 是 寡 零 的 性 质 是 
常用 的 . 应 予 注 意 . z 

例 6 试 证 任意 7 阶 复方 阵 4 可 表 为 4 二 B 十 C, 其 中 C 是 填 零 
阵 , 而 B 相似 于 对 角形 矩阵 . 

分 析 ”此 例 所 求 的 什 阵 8B 和 c 中 ,要 求 C 是 寡 零 阵 ,考虑 到 
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上 例 提 到 的 睾 零 子 块 nu 我 们 从 4 的 若 当 标准 形 着 手 , 看 它 是 否 具 
有 所 要 求 的 性 质 . 
证 明 设 忆 是 * 阶 可 逆 矩 阵 ,使 


J 
P-iAP=J= “2 
J 
这 里 =J(%y), 且 入 二 nt 
先 考 虑 知 当 块 J;, 有 
和 
1 和 1 0 
] 人 ; i 0 


这 里 包 表 i 阶 单位 阵 ( 以 下 同 ). 

令 Ci 一 站 一 和 有 D=AB, 则 CC 屋 党 等 降 ， 而 D; 是 对 角形 
子 阵 , 并 上 且 J;=0; 十 Di(i==1,2,*… ,8s). 

作 准 对 角 守 阵 


C, ME, 
知 N 是 睾 零 阵 . M 是 对 角 阵 , 且 J 二 入 十 MM. 于 是 
A= PJP- i!—=— PNP™'-H- PMP 

今 C 一 PNP-1,B 一 PNMHP-1! 则 A 二 B 十 C0, 易 知 B,C 为 所 求 . 

此 例 较 好 地 说 明了 利用 若 当 标准 形 “ 过 渡 ” 经 降 阶 处 理 后 , 达 
到 了 解决 矩阵 4 本 身 问题 的 目的 . 并 且 还 可 看 到 ,要 寻求 具有 某 
种 特性 的 矩阵 时 , 若 当 标准 形 以 及 它 的 车 当 块 所 起 的 作用 是 强 有 
力 的. 下 面 ,再 举 一 例 . 
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例 7 数 域 P 上 任意 x 阶 方 阵 4, 必 可 分 解 为 两 个 复 对 称 方 阵 
的 磁 积 ,其 中 至 少 一 个 是 满 秩 的 , 试 证 明之 . 
证 明 设 4 相似 于 者 当 慰 准 形 7, 即 有 可 道 方 隆 了 ,使 
J 


J 
p-i1A4P=J= ‘ 


这 里 J;= 二 J (%,n)， 之 人 au 一 

车 s= 二 1, 则 J 为 阶 车 当 块 . 

令 守 阶 方 阵 9 二 (e,,e_1,… ,es,e1) ,这 里 e; 是 rn 维 单位 列 向 量 
(j 二 1,2,… ,7) ,显然 有 0 二 0. 

因 eil=e, ,M2 =e 1 es 1—=ez, We, = el 
故 90 二 0(e,,e,_1,'… ,e261) 二 8B. 于 是 得 V = 二 9 二 871. 经 计算 
还 有 :8J0 二 了 7, 即 J=Q(JQ@). 令 C06=Q8,Do==JQ 则 有 = CoDo 
显然 C0'==2 二 9 二 0o,06 是 满 秩 对 称 阵 ,而 
Di=(70)' = = (90)=.10=D, 
故 Do 也 是 对 称 阵 ,于 是 得 
4 一 PJP-I 一 (Peop')((P')-1DiP-D) 一 CD 
其 中 取 C= PooP 是 满 秩 对 称 阵 ,而 D==(P-1)'DP-: 是 对 称 阵 ,结论 
成 立 . 

再 考虑 s>1 的 情况 .这 时 对 J 中 每 个 若 当 块 六, 仿 s=1 的 情 
况 讨 论 , 必 有 上 阶 对 称 阵 C 及 D; 存在 ,其 中 |C;| 关 0 使 J;=C.D;G 
一 1 ,2,…,5S)， 

L 1 D, 


全。 D, 
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Md we 


下 GT FT 一 ~ 


C= 二 PMP',D 二 (Pm!1)'NP-! 则 有 J=MN, 而 4==PJP-!1 二 CD, 这 里 
C'= (PMP')'=PMP'=C,fIC|¥0,D = ((P-I)'NP-I)' = (Pp-1Yy 
NP-! 二 Dp. 证 毕 . 
例 8 设 4 是 n 阶 方 阵 .证 有 明 
(1)4 是 帮 零 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 根 全 为 零 . 
(2) 夺 4" 二 0, 则 行列 式 |4 十 8|=1. 
证 明 (1) 必 要 性 设 4"=0. 因 有 可 逆 阵 ,使 
Ji 
P-14P=J = "? 
J, 


这 里 =J (hs8) G 一 12，ys)， 之 人 一 于 是 由 4A" 二 0 可 得 JJ" 二 
0, 从 而 有 
A™ 
0 = Jr = 和 本 ， 1? 一 (1,2,°",8) 
A 

故 每 个 特征 根 和 = 0(i=1,2,…,s). 

充分 性 由 4 的 特征 根 全 为 零 . 它 的 每 个 若 当 块 只 能 是 如 下 
的 各 除 子 块 : 


应 有 ,六 一 0(; 一 ] , <， ;S$ ). 取 m 二 max {nl 9 花 2 9 ns} 则 有 J? = 0 ， 
J" 二 0, 最 后 有 4 如 一 EJyrP-: 一 0. 
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(2) 由 上 面 讨论 ,4 和 "二 0, 且 4 的 一 切 特征 根 为 零 , 于 是 4 的 车 
当 标 准 形 J 的 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 零 , 矩 阵 J 十 E 是 主 对 角 线 
于 全 是 1 的 下 三 角 抢 阵 . 中 1J 十 8|==1. 
和 而 4 十 再 一 已 JP 一 十 万 王 忆 (JJ 十 站)P-1 
所 以 IA 二 Ei 二 1P(J 二 EP |=|IJ+E|=1. 
此 例 体现 了 若 当 标 准 形 在 计算 行列 式 上 的 应 用 . 
例 9 设 4 是 * 阶 方 阵 , 秩 业 = 秩 4+:, 且 4 有 零 特 征 根 ,证 
明 零 特征 根 对 应 的 初等 因子 的 次 数 不 超 过 大 
证 明 设 忆 是 可 逆 方 阵 ,4 的 若 当 标准 形 为 
J 
z J 
P-i4P = 
J 。 
其 中 心 是 4 中 所 有 特征 根 为 0 的 若 当 块 放 在 一 起 所 成 的 子 阵 ,其 
他 若 当 块 的 特征 根 非 零 . 即 1J| 关 0Gi 二 1,2,…,s). 令 t 是 J 中 最 
大 块 的 阶 数 ,只 须 证 { 志 k. 即 可 知 结论 正确 . 
用 反 证 法 ,大 ! 浓 ,由 上 式 


PiAP = 
J, 


J*+t1 
Pp-14:+!P 一 


JJt+ 1 
因 tb, 故 展 关 0 且 
秩 (J)》 盖 秩 (CJ61) 


但 Ji 均 非 奇异 (为 满 秩 子 块 ), 故 有 
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秩 (J5 王 秩 (J+1DG 一 1 2，…,s) 
结合 以 上 讨论 有 ” 秩 (4:) 少 秩 (4:+11). 这 与 假设 矛盾 . 这 就 证 明了 
Jo 中 最 大 子 块 的 阶 数 不 超过 £, 而 Jo 所 含 每 个 看 当 块 的 阶 数 恰 等 
于 相应 的 初等 因子 的 次 数 ,从 而 4 的 零 特征 根 对 应 的 初等 因子 的 
次 数 就 不 超过 


“§ 4 ”有 理 标准 形 


n 阶 方 阵 4 的 若 当 标准 形 是 通过 其 特征 矩阵 428 一 4 的 初等 因 
子 得 到 的 ,因而 与 数 域 有 关 , 我 们 只 在 复数 域 上 讨论 , 且 要 求 若 当 
标准 形 还 涉及 到 对 多 项 式 进行 因 式 分 解 ,这 在 实践 上 也 是 困难 的 . 

本 节 将 提出 的 有 理 标准 形 . 其 特点 是 从 4 的 不 变 因子 着 手 ， 
只 须 将 4 的 元 素 进行 若干 次 有 理 运 算 (加 \、 减 , 乘 、 除 ) 就 可 以 得 
到 . / : 

一 、 有 理 标 准 形 的 概念 及 简单 性 质 

定义 1 设 4( 和 )== 禄 十 十 十 4._1% 十 mE€ PL4j, 称 害 隆 


0 0 0 ... 0 -a 

] 0 0 0 mi | 
f = 0 1 0 0 一 人 -9 

0 0 0 i l -0 


为 多 项 式 4(4) 的 友 阵 (或 伴侣 矩阵 ， 或 费 罗 本 尼 旺 斯 (Frobenius) 
块 ). 

d(4) 的 友 阵 Ff 有 如 下 性 质 ， 

1. 的 阶 数 等 于 4(%) 的 次 数 ; 

2.d()) 是 其 友 阵 下 的 唯一 非常 数 不 变 因 子 ( 见 》1 例 6); 

3. 今 一 (ez es 和 ea)， 刚 

(1)e= Fe =F le(t=2,3,",n). 
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(2)0w 一 大， 
定义 2 设 刀 )，…,d() 是 z 阶 方 阵 4 的 全 部 非常 数 不 恋 
因子 , 且 
gl) 一 入 十 ol 十 十 om (i 一 1,2,*… ,$s) 
,是 d,(%) 的 友 阵 . 则 称 z 阶 方 阵 
F, 
F， 
Fr = 
F., 
为 4 的 有 理 标准 形 ( 或 弗 罗 本 尼 乌 斯 标准 形 ). 
定理 1 数 域 P 上 任何 ” 阶 方 阵 4 必 与 它 的 有 理 标 准 形 相 
似 ， 
证 明 设 4 的 一 切 非 常数 不 变 因 子 为 4 (4%) ,dz(4),*…,d,(4)， 
df 和 的 友 阵 是 Pi 一 1,2,…,s), 则 证 阵 
F 
PP， 


Pr。 
为 4 的 有 理 标准 形 . 要 证 明 4 相似 于 R, 只 须 证 明 它 们 的 特征 矩阵 
等 价 即 可 . 
事实 上 , 若 3(d;(4))==n G=12，9), 则 之 ma 一 
并 有 
AB, -PI 


AE,. -~F, 
shE.— fF = | 
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对 每 个 子 块 和 及 ,一 已 来 讲 , 它 仅 有 唯一 的 非常 数 不 变 因子 ,于 是 


(8 一天) 们 上 ;it== ] ,2 ， 
l 
di,(A) 
1 
1 
AE,.—F 1 ~ AE, 一 
di (4) 
d,(A) 
例 1 设 4 阶 方 阵 
-2 2 -1 -| 
4 2 -2 -1 -| 
-1] -1 -2 2 
] -1 2 -2 
试 求 4 的 有 理 标准 形 F. 


解 ” 经 过 对 和 5 一 4 作 初 等 变换 ,可 得 


有 一 4 全 
人 十 级 


入 十 412-4 和 16 
故 4 的 非常 数 不 变 因子 为 : 
di(4) 二 4 十 4， 和 (人 一 和 十 422 一 4 一 16 
惩 阵 


A 
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Ff) = (4),， Ff; 一 

0 1 -4 

分 别 为 da1(%) ,d;( 和 ) 的 友 阵 . 于 是 得 到 4 的 有 理 标准 形 
4 0 0 0 


， = 0 0 0 16 
0 
0 0 1 -4 


定理 2 和 若 z 阶 方 阵 4 仅 有 的 非常 数 不 变 因 子 d(04) = 
[pC4) 下 ,这 里 pC 和 4)EP[ 利 ,pC 和 4) 的 友 阵 是 F. 如 果 惩 阵 


0 … 0 1 
0 0 0 
M = 业 由 淖 各 
LO … 0 0 
与 同 阶 , 则 4 相似 于 矩阵 
F 
M FF | 
G = M FF 
M F 


G 中 Ff 共有 +: 块 . 

证 明 我们 只 须 证 明 4E 一 4 与 和 5 一 有 相同 的 不 变 因子 . 

先 考 查 6 左下 角 那 个 x-1 阶 子 式 ,其 主 对 角 线 上 全 是 1. 主 对 
角 线 以 下 全 为 零 . 故 和 B 一 6 的 一 1 级 行列 式 因子 为 1, 它 的 最 后 
一 个 不 变 因 子 4.( 力 二 | 和 8 一 G| ,其 余 不 变 因 子 均 为 1. 即 d,( 和 ) 是 
48 一 G 的 仅 有 的 非常 数 不 变 因子 . 具 148 一 G1=4,(%). 

其 次 ,由 于 
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-M AE-F 
中 ,每 个 子 块 48 一 Ff 仅 有 唯一 的 非常 数 不 变 因子 (2) 故 d, (4) 二 
48—G|=[p(4) 1 =a(4). 

例 2 已 知 矩阵 4 仅 有 非常 数 不 变 因子 47) 二 (加 一 2 一 34 
一 4 六 . 试 求 导 4 相似 的 定理 2 中 的 矩阵 4. 

解 2z(1) 一 吧 一 2 和 2 一 32 一 4 的 友 阵 应 是 
0 0 4 
1 0 3 
0 1 2 
故 与 4 相似 的 矩阵 


.FF= 


me | 


OO OO OO 
,Ee 
> 
| 


之 名 二 一 一 
书局 一 号 
DO 心 


4 
3 
2 
1 
0 
0 


t Er Er 


0 
1 
0 
0 0 0 4 
0 ] 0 3 
0 0 1 2 
推论 1 如 果 有 阶 方 阵 4 仅 有 非常 数 不 变 因 
(4 一 a)", 则 4 相似 于 十 阵 : 


了 4(4) 一 


197 


此 时 ,和 窍 阵 6 就 是 4 的 大 当 标 准 形 . 
推论 2 设 x 阶 方 阵 4 仅 有 的 非常 数 不 变 因子 4(4) = 
[C2 一 a) ?十 如, 这 里 a,5 是 实数 , 且 5 隆 0, 则 4 相似 于 矩阵 ; 


a &b 
-b a 
0 1 a b 
G=|0 0 -b a 
0 1 a bb 
0 0 -bb a 


证 明 pC4) 二 《4 一 gq 十 丰 二 达 一 2a4 十 十 如 . 它 的 友 阵 是 
|， | 
太一 
] 2a 


今 M* =|。 。 |], 作 阶 二 隆 


M* F 
注意 子 块 与 M* 仅 在 右上 角 有 1 与 一 b 的 差别 , 仍 可 说 明 %8 一 
G! 有 1 一 1 级 的 行列 式 因子 为 1, 仿 定理 2 的 证 明 , 易 知 4 与 惩 阵 
ci 相似 . 

下 面 再 证 G 与 G 相似 , 取 二 阶 可 道 阵 
1 二 
b | 1 a 
0 1 | 则 P -| 本 


0 一 
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du 
| 地 0 -a 一 » a 6b 
于 是 0 0 0 -5 Li 2a : 0 - ] bb a 


Pi Po=| | 
l ”lo 


令 n 阶 矩阵 
Po 
Po 


Po 
则 PP 是 4 阶 可 逆 阵 , 朋 P-'G,P=0, 结 论 得 证 . 

在 实数 域 上 ,和 矩阵 4 的 初等 因子 总 具有 形式 (4 一 a)* 或 [(4 一 
a)? 十 六 上 ,这 里 50, 所 以 在 实数 域 上 利用 推论 2 去 研究 秆 阵 的 标 
准 形 ,特别 有 用 . 

二 、 应 用 举例 

例 3 设 4 是 * 阶 方 阵 , 证 明 4=az( 纯 量 第 阵 ) 的 充分 必要 条 
件 是 4 的 一 切 不 变 因子 都 是 次 数 大 于 零 的 多 项 式 . 

证 明 必要 性 显然 成 立 . 下 证 充分 性 . 已 知 4 的 ”个 不 变 因子 
di) (一 1,2…… 2) 都 是 非常 数 的 首 一 多 项 式 , 且 由 (027) badir1( 和 9)， 
故 只 有 形式 

di (一心 (和 一 …… 一 由 (人 一) 一 a 
诸 上 (2 的 友 阵 均 为 一 阶 阵 [Co] ,因而 方 阵 4 的 有 理 标准 形 


又 设 可 逆 阵 了 使 P-14P==a8, 故 4 一 P(aB)P-! 一 a8. z 
例 4 设 4,8 都 是 数 域 P 上 rn 阶 方 阵 ,4 仅 有 非常 数 不 变 因子 
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d() 一 | 和 一 4| ,证 明 ;4B==B4 的 充分 必要 条 件 是 有 P 上 次 到 不 超 
过 1 一 1 的 多 项 式 yg(4), 使 B 一 9 (A). 
证 明 大 8==g(4)， 则 8 表 成 了 4 的 多 项 式 . 必 有 B4= 4B， , 充 
分 性 成 立 . 再 证 必要 性 . 记 4 的 非常 数 不 变 因子 
弛 人) 一 好 十 Qi 和 ”十 十 0 十 Ga 
则 4 的 有 理 标准 形 为 
0 0 0 » 0 -a, 
1 0 0 … 0 -oi 
F=|0 1 0 … 0 -a 2|= (es,e3,°" ,ens0) 


[| 


日 6@=Fe_ 一 Friel (t=2,3,.,n),0a—= Fe, | eb 
设 可 道 矩 阵 P, 使 P-'4P= 二 F. 令 Bl 二 P71BP， 我 们 先 来 证 明 有 P 
上 次 数 不 超 过 ”一 1 的 多 项 式 g() 使 B= 二 g(F). 
因 FB 二 P-!14PP-1B8P 二 P14BP 二 P-1B4P 二 BiP~1APR 二 BiF, 于 是 
BI =BE=B(e ,6 ,e,)= Bley Peryer spe) 
‘(Beish (Be) ,ee PF"-1( Bie)). 


又 设 Bie— (8 ;02 9" ,Os )! - Doe 代入 上 式 , 因 “一 六 -ie 
故 Bl = 3 下 el 和) 
_ arce ,ez2 ， 6] 一 Dar 


令 g(4)== Db! , 则 gCA4)EP[41 且 39(4)) 才 rn 一 1, 使 B, 一 g(F). 
于 是 / 
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B =PBIP-!=P( OhF-) P= 之 /号 CPP-IP-1) 
! 二 1 !—} 


= Pha 
月 | B=y(A) 
通过 此 例 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ,由 有 理 标准 形 R= (es,es,…， 
e100) 的 特殊 结构 ,导出 的 两 组 计算 公式 (1) ,对 寻求 所 需 多 项 式 
g(%) 起 了 决定 性 的 作用 . 
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1. 把 下 列 和 矩阵 表 成 关于 的 多 项 式 
让 ] 322 ] | 3 全 十 2 和 A 十 1 


4 和 十 3 一 各 十 5 522 十 人 十 3 、4 刀 十 3) 
2， 求 人 上 定 阵 
二 十 2 和 站 十 1 这 十 1 
A(A) = 3 和 2 十 1 3 
和 2 十 1 入 十 1 和 2 十 1] 
在 有 理 数 域 ,实数 域 ,复数 域 上 的 初等 因子 . 
3. 设 4 是 7 阶 复 矩阵 ，2E 一 4 的 全 部 初等 因子 为 》,%,4 一 1,(2 一 1)?,A 十 
1 ,2 十 2 求 其 不 变 因 子 . 
4. 求 2 阶 方 阵 4 的 若 当 标准 形 . 其 中 
1 一 1 
1 一 1 
4 一 1 


5. 求 下 列 和 矩阵 的 知 当 标准 形 及 有 理 标 准 形 . 


l l ] 
一 3 一 4 4 
一 4 3 一 1 
一 和 一 2 2 


Il 一 1 11 一 1 
6. 4 是 4 阶 方 阵 , 且 4 一, 证 明 在 复数 域 上 4 相似 于 对 角形 矩阵 . 
7. 设 4 为 4 阶 方 阵 ,f(4)= |28 一 4| 是 4 的 特征 多 项 式 . 证 明 4 与 对 角 阵 
相似 的 充分 必要 条 件 是 (4) 二 0. 其 中 
C2) 
AD = TF 
f'() 是 f(4) 的 导数 . 
8. 若 方 阵 4 的 特征 多 项 式 (和) 二 (2 一 2)1(4 一 3);, 它 的 最 小 多 项 式 m(4) 
一 (4 一 2):(4 一 3)*, 试 写 出 4 的 一 切 可 能 的 者 当 标 准 形 . 
9. 设 4 为 * 阶 严 零 窒 阵 ,证 明 使 =0 的 最 小 正 整数 ji 委 ”%， 
10. 设 % 阶 害 隆 


0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 1 0 0 0 
网 二 | ss ， B= iI0 1 0 
ll 1 ooeoeeoeeesesesecses 
0 0 0 ] 0 
证 明 4 与 8 相似. 
11. 车 阶 方 阵 
0 0 0 1 
1 0 0 0 
4 一 | 1 0 0|=[, | 
FE_: 0 
0 0 '. 1 0 
试 求 :(1)4 的 不 变 因 子 ， 
(2)4 的 若 当 标准 形 . 
12. 求 矩 阵 4 的 最 小 多 项 式 m(4). 其 中 
: 1 2 3 4 
1 343 
3 4 5 6 
4 5 6 7 
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13. 设 4 是 nn 阶 方 阵 , 且 4=4, 证 明 :(1)4 与 对 角 阵 相似 ;(2) 秩 4 一 Tr4. 

14. 若 4 是 % 阶 方 阵 . 矩阵 5 一 4 的 特征 根 的 绝对 值 小 于 1, 证明 0<14 
| 志和 

15. 矩阵 4 的 阶 为 % 证明 4 的 秩 等 于 7 的 充分 必要 条 件 是 4 的 初等 因子 
中 恰 有 一 7 个 形 如 和， 

16. 证 明 :n 阶 方 阵 4 相似 于 它 的 转 置 矩阵 4. 

17. 设 4 是 2” 阶 硅 零 阵 .证明 4 十 5 是 满 秩 方 阵 . 

18. 在 复数 域 中 ,x 阶 方 阵 4 的 阁 当 标准 形 里 的 柬 阶 春 当 块 是 否 可 换 为 


可 
C a ;其 中 c 关 0 


19. 4 是 数 域 P 上 的 阶 方 阵 .证明 下 列 条 件 相互 等 价 : 
(1) 存 在 正 整数 m, 使 4 一 0; 

(2)4 的 特征 根 全 为 零 ; 

(3)4 相似 于 下 三 角形 矩阵 ,其 主 对 角 线 上 元 么 全 为 专 ; 
(4)4 的 特征 多 项 式 是 入， 
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$ 1 标准 形 


基本 概念 与 结论 


一 、 二 次 型 的 矩阵 表示 
1. 数 域 P 上 关于 个 文字 ,72… sz 的 二 次 型 (简称 二 次 型 ) 


f pia st ) = Zar 2 > didid; 
一 1 li jn 


其 中 < 若 令 4， 一 0 7 一 | ,2,°** ) , 则 二 次 型 具有 形式 


f rr20 st) = 2 Zorir, . (1) 
把 (1) 的 系数 排 成 4 阶 方 阵 
dl dl2 dln 


A= |azs a2 + yr 


称 4 为 二 次 型 (1) 的 矩阵 ,显然 4 是 对 称 逢 阵 . 
“2. 二 次 型 和 它 的 矩阵 是 相互 唯一 确定 的 ,二 次 型 矩阵 的 秩 称 
为 二 次 型 的 秩 . 
3. 二 次 型 (1) 的 什 阵 表示 为 ; 
f(xiyT2 °° 9T) = XX AX 
其 中 其 =(zi ,zs,… ,7,)' ,4 是 (1) 的 窍 阵 . 
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二 、 算 阵 的 合同 与 二 次 型 

1. 4.8 都 是 数 域 PP 上 的 阶 方 阵 . 如 果 有 P 上 可 道 w 阶 方 阵 
C, 使 B==C' 4C, 称 4 与 8 是 合同 的 . 合同 关系 具有 反 身 性 ,对 称 性 
和 传递 性 , 且 合 同和 矩阵 的 秩 相 等 . 

2. 如 采 对 窍 阵 4 施行 一 次 列 初等 变换 再 施行 一 次 同样 的 行 
初等 变换 , 则 所 得 矩阵 B 与 4 合同 . 对 矩阵 施行 这 种 行列 成 对 的 
ee 

3. 设 zyzz yz 'y, 是 两 组 文字 . 系数 在 P 中 的 一 组 
关系 式 


n= Zc (2= 1] ,2,°*,n) 

称 为 由 Ti T2900 oT 到 yy 2 的 一 个 线性 替换 ， 简称 线性 替 
换 . 它 的 距 阵 形式 记 为 : z 
/ X 一 CT (2) 
其 中 及 一 (2 9 了 2 9 Tn)! ,】 一 (yi ) 22 9 Yn ) 而 C= (cj),x: 为 其 系数 
构成 的 4 阶 方 阵 . 特别, 当 C 是 可 逆 方 阵 时 , 称 (2) 为 满 铁 (又 叫 非 
退化 ) 线 性 管 换 ; 若 C 是 正 交 方 阵 (C'C 一 E) 则 称 (2) 是 正 交 线性 区 

换 . 
4. 二 次 型 了 (zy Th) 一 全 AX 嗓 过 满 秩 线 性 管 多 区 一 CY 后 
可 变 成 新 一 次 型 f(z1,"… ,7,) 二 Y' BY 的 充 要 条 件 为 B=0' 4C. 


三 、 标 准 形 与 对 称 阵 
1. 任意 二 次 型 都 可 经 过 一 个 满 秩 线性 替换 变 成 平方 和 的 形 
式 : 
d; 0 
d 
diy1 dz2y2 te dy = yy,) : (3) 
0 dj 


称 (3) 是 原 二 次 型 的 一 个 标准 形 . 
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2. 二 次 型 的 标准 形 一 般 是 不 唯一 的 . 
3. (主轴 问题 ) 实 二 次 型 f(z…z) 一 X' 4X, 都 可 以 经 过 正 
交 线 性 替换 变 成 如 下 的 平方 和 : 
Ay1 十 hayz 十 十 yy" (4) 
其 中 多 ,为 ,…, 入 是 矩阵 4 的 全 部 特征 根 . 
4. 对 称 阵 有 以 下 相应 的 性 质 : 
Gd) 阶 对 称 阵 都 合同 于 一 个 对 角 和 矩阵 ， 


d2 


d 


(2)z 阶 实 对 称 阵 4, 都 存在 一 个 阶 正 交 阵 了 ,使 
4 


其 中 入 As hs 是 A 的 全 部 特征 根 . 
应 用 举例 


一 、 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 

求 满 秩 线性 替换 X 王 Cr ,使 二 次 型 f(z;,…,z,) 二 X' 4X 化 为 
标准 形 (3) 的 方法 很 多 ,最 常用 的 有 配方 法 ,合同 变换 法 (也 称 初等 
变换 法 ), 雅 可 比方 法 等 . 对 实 二 次 型 ,还 可 用 求 4 的 特征 根 的 方 
法 . 

下 面 将 逐一 介绍 这 些 方法 . 

1. 配方 法 . 人 它 的 一 般 方法 如 下 ; 

(1) 如 果 二 次 型 f(z1,…,z,) 含 某 文字 例如 zx 的 平方 项 , 即 
an 关 0, 把 含 这 个 文字 的 项 集中 在 一 起 进行 一 次 配方 ,并 作 一 次 满 
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— Fo TH ts 


i TT tt 


秩 线 性 珍 换 
如一 CH21 十 十 cn 
4 Cc EP 
y= 7 
则 fGen) 二 dy 十 Fg 59) ,这 里 ,了 (ys,… ,9,) 是 ys，…， 
y 的 二 次 型 ,对 f(ys,…,y,) 重 复 上 述 办 法 直到 化 为 f( ,zr ) 二 
diz 二 下 十 dz,:(d;EP) 为 睹 、 
(2) 如 果 二 次 型 fxs ,zt ) 不 售 平 方 项 , 曙 0 一 (一 1 2 
n) ,但 舍 某 oj 天 0 则 可 先 作 满 秩 线 性 敬 换 
Ti YY 
rts 
ZO (= l,j) 
这 时 (zi,… x) 化 为 一 个 仿 平 方 项 yi 的 二 次 型 ,再 用 (1) 的 办 法 
即 可 化 f(x,… ,zx,) 为 标准 形 . 
(3) 奇 f(z1,… ,1,) 进 行 了 下 列 多 次 满 秩 线 性 符 换 ,X= 二 CY ,7 = 
DW 一 2 化 为 FPGziy 如) 一 diz 十 十 dz:(d;EP) 其 中 


Z1 1 | 
X 一 | :| 7 一 | | 2 一 | | 则 f(x,…,z,) 经 由 满 秩 线性 车 


zx 2 | 


X 一 (C D.…T)2 
化 为 标准 形 dz 十 … 十 d,z,7. 

( 4) 为 了 验证 (zi,… ,x,) 一 X! AX 是 否 经 满 秩 线 性 替换 X= 
cyY 化 为 标准 形 


由 CO | 19 
dy 二 ) ”,， : |. 可 用 C’' AC= 
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d 0 
进行 检验 . 
0 d, 
例 1 用 配方 法 化 二 次 型 
了 (zyzzyz3s) 一 2z12 十 3z2 十 5zrs2 十 4zizz 一 4ziza 一 8zzxzs 为 标准 
形 , 并 写 出 所 用 的 满 秩 线性 替换 . 
解 a= 二 2 关 0, 和 将 舍弃 的 项 集中 并 配 平 方 
friyrs rT3) 一 2 十 270z 273) 二 372 二 D713 一 8zo73 
- 一 20z 二 27z1(72 一 7Z3) 十 (Ts 一 23) (T2733)°) 
十 372 十 5973 一 8X2T3 
二 27 十 Ty 一 7T3)* 一 2(7s 一 7T3) < 十 372 十 9573 一 8Xx2X3 
: 二 2(71 十 Xs 一 X23 十 2 二 373 一 47273 
作 满 秩 线性 替换 


Zi 十 Yo 一 3 二 六 
| 2 — #2 
之 3 一 3 
Yl l 1 -llizi ] 1 =- 
BB yl=I0 1 Ollz|l, Y=|0 1 0|X 
#3 0 0 1J)1zs 0 0 1 


有 friyz2s73) 二 2917 十 9 十 3y3: 一 yz93 一 2y1* 十 PF(y2 ,Ys) 重 复 上 述 
步 又 ,把 Flys,ys) 中 含 y 之 项 集中 并 作 满 秩 线 性 替换 


Yy1 I 
ZY3 一 22 
Y3 一 “3 
有 (ziyzpgyz) 一 22 十 和 一 2 


下 面 来 求 出 化 f(z ,rz ,zx3) 为 标准 形 的 满 秩 线性 蔡 换 . 
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I 0 1 
1 1 -112f1 0 I 1 -1 -1 
故 X=10 1 0110 1 -2| z= 1 212 
00 1)100 1 0 0 1 


于 是 f (rx1, 72 ,T3) 经 满 秩 线 性 替换 
和 - 22 十 2z3 
化 为 标准 形 2z 十 2Z2 2 一 23 
例 2 用 满 秩 线性 替换 化 下 面 二 次 型 为 标准 形 ， 


了 (ziyzzy73y74) 一 2172 十 2173 十 Z174- 十 Z273 十 Z224 一 Z324。 


解 ” 原 二 次 型 不 含 平方 项 ,但 ;= 二 尖 0. 作 满 秩 线性 替换 


2 
zi 一 力 十 3 1 1 0 0 
23 一 娘 一 护 加 区 一 ] -1 0 0 
Y3 一 23 0 0 1 0 
Ti 二 ya 0 0 0 1 


有 f(ziyrasY3 ,7T4) 二 9 一 yr 十 29193 十 2y194 一 yy4 将 含 y 之 项 集中 
并 配方 
f(xisr2 rssT4) = Cy 十 291 (gy) — Ye — yy4 
= (二 ya 十 4) 一 (gs 二 4) 一 y2 yy 
一 ( 姑 十 ys 十 44) 一 (ys 十 4 十 3y394 十 y2*) 


作 满 秩 线 性 蔡 换 
Zl 三 十 级 十 妈 1 0 1 1 
一 0O 1 0 0 
22 y? | 即 7 一 y 
po -一 #3 0 0 1 0 
< 和 4 一 2 4 0 0 0 1 
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有 f (ri Ta T3740) =2 (2 二 2 十 32324 十 302) 
f (xisr2 ,T3741) = 一 [C2a 十 32324) 十 24 十 227] 


， 3 0 . 
21 (st D4) Te 十 2 


作 满 秩 线性 蔡 换 
wl] 一 2 之] 1] 0 0 0 
Wy = 2 0 1 0 0 
Da — 3 0 0 | 5 
HH -一 之 4 0 0 0 ] 


有 fz,r2 ,rs, Xa) 一 人 一 2 一 人 十 了 于 是 frzyz ,2z) 经 满 
秩 线 性 替换 


-1 
1 100 011[:* 0 0 
1 -100ll0 1100 10 0 
入 二 ] | 1 

0 1 0110 0 1 0 0 .01 
0 0 1000 1 on | 

1 
1 1 -1 = 

1 
1 -1 -1 一 

一 2 | 

3 
0 0 1 -3 
0 0 0 1 


化 为 标准 形 mm? 一 一 zs? 十 -二 wo 
2. 合同 变换 法 . 主要 步 又 如 下 ， 
(1) 用 二 次 型 的 逢 阵 4 和 同 阶 单位 阵 5, 作 成 2 Xn 型 矩阵 
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可 


(2) 对 | | 中 的 4 施行 全 同 变换 ,将 4 化 成 对 角 和 矩阵 ,并 对 4 


施行 与 忆 相 同 的 列 初等 变换 ， 
(3)4 块 化 成 的 对 角 阵 就 是 其 标准 形 的 系数 矩阵 ,而 块 演化 
的 结果 就 是 所 用 满 秩 线性 替换 的 系数 滤 阵 . 


对 4 施行 矩阵 的 合同 变换 全 | 
这 个 方法 可 图 示 为 | 仅 对 6 施行 与 4 相应 的 列 初等 变换 E Pp 


例 3 用 满 秩 线性 蔡 换 X 一 C ,将 二 次 型 
frr 73) = 二 B72 一 273 一 47i72 十 427173 一 27273 
化 成 标准 形 ， 
解 ”用 合同 变换 法 . 


1 2 2 ] -2 2 

-2 3 -| 0 -1] 3 

4 | < -1 -2| C2+1(2)) 2 1 
E 1 0 0 1 0 0 
0 1 0 0 1 0 

0 0 1 0 0 1 

1 0 2 i] 0 2 

0 -1 3 0 -1] 3 


2 3 -2 cric-2 0 3 -6 


E22 二 1(2)) 1 ) 0 


OO © 
人 
-OO 
OO 5—~ 
一 VY 
一 OO OO 
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-1 3 0 -] 3 
2. 
(3+1(72)) |1 2 .9» 1 2 -2 

0 1 0 0 1 0 

0 0 1 0 0 1 
1 0 0 
-1 0 

0 3 

ra I 
0 1 3 
0 0 1 
故 满 秩 线性 符 换 
XI 1 2 41 
zz | 一 |I0 1 3|1y, 
23 0 0 1)1y 


将 二 次 型 化 为 标准 形 (zi,7z,73)= 二 一 yz 十 393° 
计算 中 要 注意 对 4 所 施行 的 应 是 一 系列 的 合同 变换 ， 
“3. 雅 可 比 (顺序 主子 式 ) 法 . 它 的 步 又 是 : 
(1) 计 算 二 次 型 矩阵 4= (oj) 的 顺序 主子 式 
和 二 1q21 G22 a2 (k=1,2,° ,nO— 1],n) 
(2) 知 | :0(k=1,2, “™™ ,nn- 1) , 则 二 次 型 的 标准 形 为 Aiy1° 十 
乍 ge 十 …… 十 全 多 十 全 


例 4 化 二 次 型 
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(ziyzoy23) 一 2 一 8z2 一 27172 十 2zi73 一 8zo2z3 ” 


为 标准 形 . 
解 ” 用 雅 可 比方 法 . 二 次 型 的 矩阵 为 
1 -1 1 
4 一 |-1 -8 -4 
1 -4 0 


顺序 主子 式 :4 =1,4 一 一 9, 4 一 0. 故 二 次 型 的 标准 形 :了 (ziyzz， 
z3) 一 3 一 9g2 

此 法 在 条 件 4 关 0 (4 二 1,2,…,n 一 1) 具 备 时 ,易于 求 出 二 次 
型 的 标准 形 ， 

4. 特征 根 法 。 它 是 用 特殊 的 满 秩 线性 蔡 换 一 一 正 交 蔡 换 ,化 
实 二 次 型 为 标准 形 的 方法 ,其 步骤 为 : 

(1) 求 出 矩阵 4 的 一 切 特征 根 为 ,入 ,… ,为 , 则 二 次 型 的 标准 
形 为 :和 91 十 hy2 十 十 和 ys. 

(2) 若 2, 是 4 的 一 切 两 两 互 异 的 特征 根 , 对 每 个 入 , 找 
出 齐 次 线性 方程 组 (28 一 4)X 一 0 的 基础 解 系 alyaiz，… ;Qn, (1= 1, 
2 , ...s)， 

(3) 将 lyoz， …oan 单位 化 正 交 化 后 ,可 得 一 组 正 交 单位 癌 量 
{i1 » i2 9 Hin ;一 1,2,…3} ,它们 就 是 通常 所 谓 的 “主轴 ” 

(4) 作 阶 算 阵 了 一 (7 ?x 9 221 9 9 2, 9 ”9 ,7 则 AX 
二 7Y 就 是 所 用 的 正 交 线性 蔡 换 . 

例 5 (1) 用 正 交 线 性 替换 X77 ,将 二 次 型 
f(z zizs) 一 2212 十 6z?2 十 8zizs 十 2z32 化 成 标准 形 ，; 

(2) 若 ffzlyzzyz) 王 XI 4X 一 1, 它 是 什么 二 次 曲面 ? 

解 (1) 所 给 二 次 型 的 矩阵 


2 0 4 
4 一 |0 6 0 
4 0 2 
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则 ”|2E 一 4| 二 (4 一 6)?(% 十 2), 故 二 次 型 的 标准 形 是 


Gy1 十 6g2 — 2Y3’ 
再 求 所 用 的 正 交 替换 的 矩阵 7， 
”对 多 二 加 = 二 6 齐 次 线性 方程 组 。 (68 一 4)X==0 的 基础 解 系 
是 
] 0 
a 二 101， qs 一 | 
i) 0 
同 理 , 对 于 入 == 一 2 齐 次 线性 方程 组 (一 28 一 4)X=0 的 基础 
] 
解 系 为 as 二 10 |. 


-1 


ni 一 s 02 二 


| 


71 一 


9 


将 ma az.as 正 交 化 .单位 化 后 得 癌 最 组 
1 0 1 
-一 -|0 1 ,太一 一 "| 
V2 1 0 V2 -1 
令 T 二 (mn,%,%) , 则 正 交 线性 替换 
1 0 11y, 
方 0 V2 0 。 
1 0 -1 \Ys 
将 所 给 二 次 型 化 成 6y17 二 6y2’ — 2y°. 
(2) ” 当 X'AX= 二 6y1 十 6yz 一 293 :二 1 时 , 它 表示 单 叶 双 曲面 . 
值得 注意 的 是 ,矩阵 ? 中 列 问 量 排列 的 顺序 与 标准 形 中 系数 
( 即 特征 根 ) 的 顺序 应 一 致 . 例如 上 例 中 四?m 是 属于 和 一 2 一 6 的 
特征 向 量 . 故 标 准 形 中 多? ,yz? 的 系数 应 为 6. 
男 外 ,对 实 二 次 型 来 讲 , 上述 四 种 方法 都 可 用 来 求 它 的 标准 
形 ,但 对 任意 数 域 上 的 二 次 型 第 四 个 方法 却 不 能 引用 . 雅 可 比 法 、 
配方 法 都 不 能 在 得 到 标准 形 的 同时 得 到 所 用 的 线性 替换 XX=CY. 
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而 合同 变换 法 却 可 以 在 得 到 标准 形 的 同时 得 到 所 需要 的 线性 赫 
换 , 所 以 在 求 满 秩 线性 蔡 换 化 二 次 再 为 标准 形 时 ,多 采用 合同 变换 
法 ,然而 在 实际 化 一 个 二 次 型 为 标准 形 时 , 却 要 根据 具体 情况 选择 
恰当 的 变换 法 ,我 们 看 下 例 . 

例 6 化 二 次 型 

CA A ee di 

为 标准 形 . | 

分 析 ”通过 线性 替换 把 每 个 乘积 项 都 化 为 平方 差 的 形式 ,从 
而 使 二 次 型 化 成 标准 形 . 


解 、 作 线性 替换 
Tn 二 二 yz， 
3 十 s+ 1 
2 二 1 一 ys。 一 atl 
Ln 一 ¥l 一 Yan 
则 ft Tr) =9 (10) 


因 所 作 线 性 替换 的 行列 式 等 于 (一 2)", 是 满 秩 的 , 故 (10) 式 就 是 二 
次 型 的 标准 形 . 


例 7 ”证明 下 列 和 矩阵 合同 
Ai 


一 y  - B= 


和 A 
其 中 加 ,hp 加 是 入, 加;… ,为 的 一 个 排列 ， 

此 例 可 直接 用 合同 的 定义 ,寻求 可 逆 z 阶 方 阵 C, 使 8= 
C' 4C; 也 可 以 证 明 相 应 的 二 次 型 X' 4X,X’' BX 可 以 经 非 退 化 线性 
替换 相互 转化 ,于 是 4 与 8 合同 ,现在 用 后 一 种 证 法 . 

证 明 fxiy*… yz;) 二 XX' 4X 一 和 zi2 十 … 十 2zo 
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取 满 秩 线 性 替换 


vil = Y1 
Ti2 一 Y2 
Tin -一 Ys 
则 了 (zi ;十 二 BY 


故 8 与 4 合同 . 
二 、 实 二 次 型 与 实 对 称 阵 
例 8 若 4 为 2 阶 实 对 称 阵 ,4: 一 0, 证 明 4=0. 
证 明 4 为 实 对 称 阵 , 故 有 正 交 方 阵 了 使 

入 ] 


T' A T= 1 ， 


”其 中 为 ,入 ,…, 罗 是 4 的 一 切 特征 根 ,而 且 入 是 实数 ,于 是 
Ai1: 
0 = TAT = (T' AT): = 和 
和 人 

和 二 0, 就 有 入 二 0 (1 二 1,2,…,n) ,从 而 4 二 0. 

例 9 设 7 元 实 二 次 型 

了 (zly72 Th) = X' AX = 2 2 Ti 

证 明 在 sr 一 1 的 条 件 下 ,二 次 型 的 最 大 值 恰 等 于 4 的 最 大 特 
征 根 . 

分 析 涉及 特征 根 , 容 易 联想 到 实 对 称 阵 正 交合 同 ( 或 正 交 相 
似 ) 及 由 它 的 一 切 特征 根 构 成 的 对 角 和 矩阵 . 本 例 就 从 此 和 着手， 


ZTC 


了 (zi 2 一 47 一 > 7 
i= 1] 


这 里 如 和 是 4 的 全 部 特征 根 . 令 其 中 最 大 者 是 2(1 委 长 
nn). 下 面 证 明 二 次 型 的 最 大 值 也 是 %. 


由 于 一 2x 一 1, 对 任意 4 维 列 向 量 Y, 必 有 Y' 了 =Y'7 
TY 二 (TY7)》TY=X'X=1. 于 是 


f(t) = 2 MYCN N'Y=% 
若 取 列 向 量 了 ,使 其 分 量 满足 
人 i=t 
z 0, it 
于 是 f(z1,…,z) 二 YT' ATY,== 轴 . 结论 得 证 . 
例 10 4 是 * 阶 实 对 称 阵 , 且 14| 所 0. 证 明 : 存 在 实 ” 维 向 量 
X, 使 XI 4X<0. 
证 明 ” 设 正 交 和 矩阵 了 ,使 
和 
T' AT= “ 
和 
因 141 王 2 和 和 二 0, 其 中 至 少 有 一 个 4 小 于 零 , 不 妨 设 4<0, 于 
是 令 X=76,, 这 里 @ 二 00,…, 1,…,0)/; 则 
X' AX=e, T' ATe= A 入 <0 
注意 ”估计 实 二 次 型 的 取 值 范围 ,或 者 求 它 的 某 个 特殊 的 值 ， 
在 应 用 上 是 比较 重要 的 ,以 上 两 例 为 我 们 提供 的 方法 是 :利用 二 次 
型 矩阵 4 的 特征 根 作 系数 的 标准 形 ,再 适当 选择 zx 维 问 量 了 即 可 . 
例 11 设 f(z…z) 一 X 4X 是 实 二 次 型 ,有 向 量 a= (yi， 
二 (1,… 2)' 使 了 Ca) 汪 0,f 了 CB) 过 0, 证 明 存 在 两 个 无 关 
的 向 量 == ,7 二 G91 ,0.)' 使 (2) 二 有 (==0. 
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证 明 令 ?" 一 c 十 好 ,使 了 (7 一 0, 其 中 4 是 实数 ,我 们 将 通过 适 
当选 择 的 值 的 方法 来 求 所 需 的 上 和 人 少 


f(y)=Y = Da (gyi kz;) (Cy; 有 e; ) Qi; Zi2;) 十 天 


( 之 0 Da 
由 f(a) 守 0， f(p)<0 知 . 判别 起 


Ep 5) 4C Pagan) (a, 22;) >0 
故 上 式 作 为 天 的 多 项 式 应 有 两 个 不 同 的 实 根 ， 设 为 为 和 姑且 和 
-8 。 

令 <=a 十 是 10 一 ao 十 tp, 显然 了 (一 (7) 一 0 再 证 上 与 ?是 
线性 无 关 的 . 
事实 上 ，,a 与 b 线性 无 关 . 契 不 然 可 设 (天 0, 使 2 一 上 
于 是 f(a)=a' 4 一 上 8 46>0, 2 >0 则 
fCD) 一 有 46>0 


与 题 设 矛盾 . 故 w 与 5 线性 无 关 . 从 而 二 阶 子 式 
A ;十 儿 ; 
和 kk yj} <ii 
yi kz y; 十 Kz; ( 2) (ZY 应 3 ) 天 0 


这 就 证 明了 “与 9 是 线性 无 关 的 ， 


82 规范 形 


一 、 规 范 形 
1. 复 二 次 型 (系数 是 复数 ) ,经 过 适当 的 复 满 秩 线性 替换 可 化 
成 十 yz? 十 … 十 ,这 里 + 是 二 次 型 的 秩 , 称 为 此 复 二 次 型 的 规 
范 形 . 规范 形 是 唯一 的 ， 
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2.〈 惯 性 定律 ) 实 二 次 型 ,经 过 适当 的 实 满 秩 线性 替换 可 化 成 
yi 二 二 一 yp 一 (11) 
其 中 > 是 二 次 型 的 秩 , 称 (11) 式 为 此 实 二 次 型 的 规范 形 , 规 范 形 是 
唯一 的 . 

3. 实 二 次 型 的 规范 形 中 正平 方 项 的 个 数 7, 称 为 它 的 正 惯 性 
指数 ; 负 平 方 项 个 数 9 称 为 它 的 负 惯 性 指数 ;二 者 的 差 * 一 ?一 9 一 ? 
一 (7 一 了) 二 2 一 7? 称 为 它 的 符号 闲 

二 、 对 称 阵 的 几 个 性 质 

1. 秩 为 7 的 复 对 称 阵 合同 于 对 角 和 矩阵 


1 
1 \ 


2. 两 个 复 对 称 阵 合 同 的 充分 必要 条 件 是 二 者 的 秩 相 等 . 
3. 秩 为 7 的 实 对 称 阵 合 同 于 下 面 的 对 角 窍 阵 
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这 里 ?十 9 一 7. | 
4. 两 个 实 对 称 阵 合同 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 秩 和 相 
同 的 符号 差 ( 措 以 此 实 对 称 阵 为 矩阵 的 实 二 次 型 的 符号 差 ). 


应 用 举例 


例 1 设 实 二 次 型 f(z…z) 一 X' 4X 的 正 、 负 惯性 指数 分 
别 为 ?和 9, 证明 :对 任 给 的 ? 个 正 数 cyaz,… ;ay 和 7 个 负数 51,b,， 
…,b,, 和 存在 满 秩 线 性 替换 化 二 次 型 为 
448 十 azg2 二 二 ay 二 Dit1 十 … 十 bey24s 
证 明 首先 有 满 秩 线性 替换 X 一 CZ ,使 


E, 
C1 4C) 一 -BE, 
0 
又 令 阶 方 阵 
~ dl 
YY Ud 
/bb) 
C, 一 一 
、 / -b, 


则 X=C1C2Y 是 满 秩 线 性 蔡 换 ,并 有 
了 (zy 一 有 AX=Y’' CC, COC ACIC,Y 
二 gy 十 十 aqyyy 十 D19341 十 :十 Boy2+ 
此 例 说 明 实 二 次 型 的 标准 形 可 以 有 无 数 个 ,而 惯性 指数 p,4 
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”及 符号 差 s 才 是 实 二 次 型 的 “不 变量 ”. 


例 2 求 二 次 型 


flz ez) 一 人 一 1) Dz?2 2 Li 
i 一 1 ln 
的 符号 葡 . 
解 设 二 次 型 f(zy…yz) 的 所 阵 为 4, 那 么 
nl -1 … -1 


-1 -1 了 | 
[aE—~A|= (A—n)"-! 
下 4 有， 个 特征 根 和 一 … “一 人 1 一 2， 刀 一 0. 
又 二 次 型 f(x,… ,zx,) 的 标准 形 为 各 9 十 … 十 和 gr , 它 的 符号 其 
s 一 ( 正 特 征 根 的 个 数 ) 一 ( 负 特 征 根 的 个 数 ) 一 ?一 上 | 
例 3 实 二 次 型 可 分 成 两 个 实 一 次 齐 式 ( 线 性 型 ?的 乘积 的 充 
分 必要 条 件 是 它 的 秩 等 于 2 上 且 符号 差 为 零 , 或 者 秩 为 1 
证 明 ”充分 性 若 f(z…z) 一 X 4X 是 秩 为 2 且 符 号 差 为 
零 的 实 二 次 型 , 则 f(z;,…,z,) 可 经 过 满 秩 线 性 替换 XX 二 CY 化 为 
f(T Ta) =Yy Y= (Wy) CNY2) 
由 了 二 C1XX 知 如 ,yz 都 可 由 zz2,…,z, 线性 表示 ,代入 上 式 可 知 ， 
二 次 型 f(z…z) 是 z…z 的 两 个 一 次 齐 式 的 乘积 . 
若 f(z1，,… ,2,) 的 秩 是 1, 则 它 的 规范 形 为 yx. 据 同 样 的 道理 
知 结论 成 立 ， 
必要 性 ” 设 二 次 型 已 分 解 成 
f(t19°% 7) = ari 二 at) (bz 十 ban) 
车 4 一 ka 二 1,2,… 8), 即 (a1，… 0,) 与 (5b1，… ,6,) 成 比例 ,不 
妨 设 qa 关 0, 今 
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4 1 一 071 十 0 十 Guz， 


zy2 一 之 ? 


2 一 Ta 
则 它 是 满 秩 线性 蔡 换 ,并 将 二 次 型 化 成 
f(z19° 7) = ky” 
此 时 秩 为 1. 条 《ai 0 ) (0 ,5.) 不 成 比例 ,不 妨 设 aib: 一 0201 
天 0, 则 对 二 次 型 f(z，…，,z) 连 续 进 行 下 列 满 秩 线性 替换 
1 二 1 十 十 anx， yi 二 Zi 十 2%2 
htt 及 je 
Uk J i 二 
得 f(zi,…: ;7 ) 一 yz 二 Zi 一 Zz 故 它 的 秩 为 2 且 符 号 差 是 零 . 
例 4 证明 实 二 次 型 


fe st) = DD htit Dez, 
t= 1 一 


的 秩 和 符号 差 都 与 4 无 关 (n 宇 2). 
证 明 (zz) 的 矩阵 
4 十 2 24+3 34 二 44 A+ (n+1) 
24 十 3 42 十 4 64+5 ‘RA (n+2) 
4 一 | 3+4 64+5 94+6 3n4+ (n+3) 


nA 二 (n+1) 2nA+ (nt+2) 302 十 (十 3) ，: NA 二 2n 
知 能 证 明 4 与 一 个 不 含 4 的 矩阵 合同 ,就 证 明了 结论 . 依次 把 4 的 
第 一 行 的 (一 2), (一 3),…, (一) 倍加 到 第 2,3,…, 行 上 ,得 矩阵 
4 十 2 24 二 3 3A+4 nA 十 (Rn 十 1) 


量 和 考生 和 


-(2-1) -2C-1) -3(n-1) 2 -n(n-1) 
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再 把 中 的 第 一 列 的 (一 2)， (一 3)，…(-2) 倍 依次 加 到 第 2,3，… 
列 上 ,就 得 到 己 4 合同 的 矩阵 
A+2 -1 -2 …… -n+ 1) 


-1 0 0 0 
CC 一 -2 0 0 0 
-{n-1) 0 0 ~.. 0 


最 后 ,把 C 的 第 二 行 的 志 (4 十 2) ,( 一 2),…, 一 (n 一 1) 倍 依次 加 到 


第 1 ,3,4,..,n 行 上 ， 同时 紧 接 着 再 作 同 样 的 列 的 初等 变换 , 便 得 
到 与 4 合同 的 矩阵 


0 -1 0 … 0 
-1 0 0 0 
D=|0 0 0 0 
0 0 0 0 


故 原 二 次 型 可 经 满 秩 线性 替换 化 成 
fr 一 一 20132 
由 此 易 知 它 的 秩 是 2, 符 号 老 为 零 , 且 与 4 无关. 
例 5 设 二 次 型 
了 (zl 一 和 十 1 十 十 帮 一 有 一 全 一 全 
其 中 1 一 1， 2 ;8 十 站 是 之 1 9 之 2 9 °° Ts 的 实 一 次 齐 式 ,证 明 实 二 次 
型 f(z1,… ,zx,) 的 正 惯性 指数 ?<<s, 全 惯性 指数 94 委 上 


证 明 设 1 一 or (一 1,2，…,s 十 人 ,二 次 型 了 (2 ,Ts ) 
经 满 秩 线 性 替换 X= 二 C7!Y (或 了 二 CX) 化 成 规范 形 
fxs Ts) =y OY 
其 中 7?==y 十 9 是 二 次 型 的 秩 ,C= (cp) ,于 是 
二 十 人 一 Bi 一 一 人 二 十 十 yy 一 ++1 一 
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yr (14) | 
考虑 齐 次 线性 方程 组 : 
/一 41171 十 aizz 十 十 az 一 
{ ,一 0 十 Coxzy 十 -十 au, 一 0 


yj+1 一 Cl 十 ci+l2z2 十 十 c++ 二 0 


(15) 


Ys =Cnz1 二 Crt2 二 :十 Can2 二 0 
若 ?之 s, 方 程 组 (15) 所 含 方程 的 个 数 
8 十 (nn 一 p) 二 十 s 一 p<<n， 
故 (15) 有 非 零 解 , 设 为 (cl 9 C29""* Cn) ,代入 (14) 式 》 由 


1 一 1 一 … 一 (一 0 一 … 和 一 加 一 0 


得 到 lt b= 十 十 yy 
从 而 ， yi 二 "二 二 0 
Cl 0 
Cil Cl2 °°* Cl 
' ¥ C9 0 
这 说 明 C21 《22 "°° C2x ,| 一 | ， 
Ca C2 re cm I 
| 2 。 0 


即 线 性 方程 组 CX 一 0 有 非 零 解 ,于 是 1C|==0 这 与 X=C7Y 是 满 秩 
线性 蔡 换 相 违 ， 矛 盾 . 故 ? 委 s. 

同 理 可 证 gq 志 t 

此 例 告诉 我 们 . 即使 二 次 型 已 具有 平方 和 的 形式 ,但 它 所 含 的 
正平 方 项 的 个 数 未 必 是 该 二 -次 型 的 正 惯 性 指数 ? 


例 6 设 二 次 型 f(z,…: ,=D Da 212 一 X 4 当 秩 4 为 
n 时 , 称 之 为 满 秩 二 次 型 , 称 下 面 的 二 次 型 


— rr,— XX' A-1X 
># 14| 


为 原 二 次 型 的 逆 式 ,其 中 4 为 行列 式 |4| 中 6 的 代数 余子 式 . 证明 
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一 个 满 秩 的 实 二 次 型 和 它 的 道 式 有 相同 的 符号 差 , 同 时 人 它们 的 正 、 
负 惯性 指数 都 相等 . 

证 明 证 明 它 们 有 相同 的 规范 形 . 

由 于 f(r1,*…z,) 二 X' 4X 是 满 秩 的 , 故 有 满 秩 线性 替换 
X= 一 CY ,将 它 化 为 规范 形 . z 


fro 7) = (CY)’ A(CY )=Y’ DY =y ToT yy OO 
其 中 p=0 40 四 
0 -8,, 


又 C 是 满 秩 的 , 故 它 的 转 置 矩阵 C' 也 是 满 秩 阵 , 作 满 秩 线 性 
替换 X=(C' )-I7 了 ,可 将 二 次 型 f(ziyzz，…z) 的 道 式 化 成 : 


> 4 


xt; — KX' AX=(0) 7) AT1C) i!Y 
一) TAT 


=Y'C-14-1(0' )-!Y 
=Y' (0' AC)"'Y =Y'’ D-!Y 
注意 广 : 一 D, 故 原 二 次 型 与 其 道 式 有 相同 的 规范 形 , 从 而 有 相同 的 
正 、 负 惯性 指数 和 符号 差 . 


用 窍 阵 的 语言 ， 玫 全 的 竺 认可 改过 为 ; 实 满 秩 对 称 阵 与 其 逆 害 
阵 是 合同 的 . 


$3 正定 二 次 型 和 正定 矩阵 


基本 概念 与 结论 
一 、 基 本 概念 


1. 实 二 次 型 f(z1，… ,zx,) = Zourzi 如 果 对 任 一 组 不 全 为 零 
的 实数 C19C24 ,cx 都 有 fc cs)>0 称 它 为 正定 二 次 型 . 


2. 实 二 次 型 f (11, °° Zu) = asziwj, 对 任意 一 组 不 全 为 零 的 
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实数 olycr,…y cy 如 果 都 有 (cl cs 三 0 那么 f(zi yz) 称 为 
半 正 定 的 ;如 果 都 有 f(c…cJ)<0, 称 f(z…z) 为 负 定 的 ;如 
果 都 有 f(c，…c) 委 0, 则 称 f(z…z) 为 半 负 定 的 ;如 果 它 既 不 
是 半 正 定 , 又 不 是 半 负 征 ,那么 就 称 f(z，…z.) 为 不 定 的 二 次 型 . 

3. 设 4 是 n 阶 实 对 称 窍 阵 . 如 果 由 它 确定 的 二 次 型 f(z1,…， 
z) 一 X' AX 是 正定 的 , 半 正 定 的 , 负 定 的 或 半 人 负 定 的 ,就 分 别称 4 
是 正定 的 , 半 正 定 的 , 负 定 的 或 半 人 负 定 的 矩阵 . 

二 、 判 别 条 件 


1 设 jztyzzy)》 一 大 AX= Oar, 为 实 二 次 型 , 则 以 下 
条 件 等 价 : 

(1)f(ziz zs) 是 正定 二 次 型 ; 

(2) 窍 阵 4 是 正定 矩阵 ; 

(3) 正 惯性 指数 ?一 ?4 

(4)4 与 单位 阵 合同 ， 

(5)4 的 一 切 顺 序 主子 式 大 于 零 ; 

(6)4 的 特征 根 全 为 正 . 

2. f(z ,7z,) 二 X' AX 是 实 二 次 型 , 则 二 次 型 f(z wm) 是 
负 定 的 充分 条 件 是 一 f(z1,…,z,) 是 正定 的 二 次 型 ， 


应 用 举例 


一 、 关 于 判别 条 件 
例 1 求 4 的 值 ,使 二 次 型 
fry7Ts ,73) =71 二 2272 十 373: 十 2717s 一 27173 十 2A7273 
是 正定 的 ,并 讨论 4 之 1 的 情况 . 
解 ” 二 次 型 的 邱 阵 是 
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如 果 二 次 型 是 正定 的 , 它 的 矩阵 4 的 各 级 顺序 主子 去 都 应 为 正 ， 
妈 


1 二 1 之 0， | -> 
1 2 
1] 1 -| 
4 二 11 2 4 一 1 一 212 一 j2 全 0 
-1 A 3 


解 之 得 , 当 一 1 一 V2 二 4 过 一 1 十 V2 时 ,二 次 型 为 正定 . 

若 4 之 1,4s= 二 14| 过 0, 而 41,4z 为 正 , 故 二 次 型 的 符号 差 为 1， 
七 是 不 定 二 次 型 . 

例 2 者 4= (a;) 是 正定 矩阵 , 则 ai 二 0. 

证 法 一 ”用 正定 二 次 型 . 

因 4 是 正定 窍 阵 ,f(zi,…,z,) 一 X' 4X 是 正定 二 次 型 ,在 列 向 
量 久 = (zx1,… ,zx.)' 中 ， 取 二 1， 其 余 zj 二 0(i 关 让, 则 有 

了 (400， 1， 0,.…%…0)=a;>0. 
证 法 二 用 4 与 单位 阵 合同 . 
因 4 是 正定 矩阵 ,有 可 北方 阵 P 使 
4 一 P EP=P'P 

令 PP 一 ( 太 ), 则 有 oo 一 2 十 ?2 十 十 pe 人 0. 

注意 例 ?2 的 逆 莆 题 不 成 立 . 如 例 上 中 二 次 型 的 矩阵 ,对 和 角 线 
上 元 素 全 为 正 , 但 当 \ 之 1 时 ,二 次 型 不 是 正定 的 ， 

然而 利用 例 2 来 否定 正定 型 , 却 是 简单 易 行 的 ,例如 二 次 型 
f(Cz1z2) 一 2 一 4z172 一 422 就 不 是 正定 的 , 因 有 a 二 一 4 二 0. 

例 3 设 n 阶 方 阵 4 与 8 是 正定 的 ,证 明 41,4 十 B,kA(k 汪 0) 
及 4' 都 是 正定 阵 . 

证 明 (1) 由 4 正定 ,二 次 型 f(x1,… ,zx,) 二 X' AX 必 正 定 , 由 
832 例 6 知 ,和 它 的 逆 式 关 47'X 与 之 有 相同 的 惯性 指数 和 秩 , 故 

4A"! 是 正定 的 . 
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(2) 设 (zis,xs) 二 AX,g(zT ,7 ) 一 X' BX, 因 4 与 B 是 
正定 阵 , 对 任 一 组 不 全 为 零 的 实数 ccz，…cs 均 有 了 (ci，…c) 人 > 
0 ,9(cl Ce) 人 0. 

又 (4 十 B)' = 水 十 有 一 4 十 B. 4 十 B 是 实 对 称 阵 日 二 次 型 
fx) g(r 7 ) = AXT+X' BX 一 X (4 十 B) 和 恒 有 
fcelyyc) 十 gcly 0) >0, 故 ' (4 十 B)X 是 正定 二 次 型 ,所 以 
4 十 B 为 正定 矩阵 . 

(3) 因 4 是 正定 惩 阵 , 故 其 顺序 主子 式 


dl1 Ul? (1 
C21 U29 Gor 

小 一 t= 1 2 9 s 
Oil 人 :2 Gu 


均 为 正 , 应 有 如 这 0G(t=1,2,…,n) ,它们 是 矩阵 £4 的 一 切 顺 序 主 
子 式 , 故 ft4 是 正定 和 矩阵. 

(0 因 4: 一 个 , 故 全 一 14145 由 4 正定 ,有 14| 之 0, 由 上 述 
(1) 与 (3) 知 4 也 是 正定 矩阵 . 

本 例 在 证 明 中 ,针对 给 定 和 矩阵 的 特点 ,选择 了 切合 实际 的 证 明 
方法 ,例如 对 (2) 若 采用 证 明 4 十 互 的 顺序 主子 式 全 大 于 零 的 方 
法 ,就 比较 困难 ,对 4 选择 任 一 判别 条 件 直 接 证 明 都 不 容易 ,这 里 
采取 了 间接 的 利用 已 有 结论 的 办 法 . 

例 4 设 4 是 n 阶 实 方 阵 ,证 明 :4 是 正定 矩阵 的 充分 必要 条 
件 是 存在 满 秩 实 方 阵 P, 使 4==P’'P. 

证 明 必要 性 若 4 是 正定 矩阵 , 它 合 同 于 单位 官 阵 已 , 设 可 
闭 矩 阵 @ 使 ,9 498=E, 则 有 4= (8') 718Q81==P'P, 其 中 了 二 1! 是 满 
秩 实 方 阵 . 

充分 性 ”车 P 是 实 可 道 窍 阵 , 晶 4==P'P. 首先 4’ 二 (P'P) 

二 P'P 二 4;4 是 实 对 称 阵 ,日 4==P' BP,4 与 合同 , 故 4 是 正定 捉 
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例 5 设 Ffz…z) 一 Xi 4X, 则 以 下 诸 命题 等 价 

(1)f 《zi1,… 7) 是 半 正 定 二 次 型 ，; 

(2)4 的 正 惯性 指数 p 等 于 4 的 秩 7; 

(3)4 的 一 切 特 征 根 入 宇 0(i= 1,2,…,n); 

(4) 有 实 和 矩阵 已 使 4=P'P. 

证 明 (1) 二 (2) 用 反 证 法 ”在 7>2?. 二 次 型 f(z,… 2) 一 
X' AX 经 满 秩 线性 替换 X 一 C ,化 成 规范 形 

yi 十 二 YC 一 Yt 一 "一 yy 

取 y= (0,.,0, 1 ,0,000,0) ,只 有 第 (? 十 1) 个 分 量 为 1, 令 XX 
一 Cr 则 Xo' 4Xo 一 一 1<0, 与 二 次 型 f(z，…,z) 是 半 正 定 于 对 ， 
故 ?一 7， 

(2) 二 (3) 已 知 4 的 正 惯性 指数 p=7, 由 惯性 定律 可 知 ,二 次 
型 f(z1,…,z,) 经 正 交 线性 替换 X=77 化 成 的 标准 形 为 hy 
十 … 十 和 tj2 ,其 中 和 ,入 均 大 于 0, 而 和 一 … 一 和 一 0. 

(3) 过 (4) 二 次 型 f(z,… ,zx,) 二 X' AX 的 矩阵 4 为 实 对 称 阵 ， 
必 有 正 交 阵 T 使 


T’' AT= 如 


且 诸 和 之 0Gi 二 1,2,…,n) 取 # 阶 短 阵 
229 


VA 
V4 


显 见 D 是 实 对 称 和 矩阵 ,并 有 
4 一 (和 )7DT" = (DDT) (DT) 

令 P= 一 DT"!, 则 P 是 实 对 称 阵 , 且 4==P’'P. 

(4) 二 (1) 已 知 4=P' P.P 是 实 对 称 阵 , 任 取 一 非 零 * 维 实 
向 量 如 一 (zi0 ,zs yz 7) 
则 ft1 0 ,zz ,eo Ta) Xo AXo= (PXo)’ (PXo) 守 0 
故 二 次 型 是 半 正 定 的 。 

需要 注意 的 是 ; 实 二 次 型 在 一 切 顺序 主子 式 大 于 或 等 于 零 时 ， 
未 必 是 半 正 定 的. 例如 二 次 型 

了 (zi »T2 9X3 ) 一 2 十 z2 十 z3 十 2xzizz? 十 471Z3 十 47273 


它 的 顺序 主子 式 : 
1 1 2 
1 1 
4 一 1 盖 0， | 1 一 0， /1; 一 1 1 2 一 
2 2 1 


但 f(z1 3273) 二 (ZX1 十 zz 十 273)? 一 3737. 它 不 是 半 正 定 的 二 次 型 . 
例 6 设 4,8 都 是 7 阶 正 定 和 矩阵 .证 明 ， 
(1)48 的 特征 根 全 大 于 零 ; : 
(2) 若 48==84, 则 48B 是 正定 阵 ; 
(3) 设 4=(aj),B= (5b), 记 C=AXB=(c), 其 中 0;5= ib;， 
(i,j 二 1,2,… sn) 则 C 也 是 正定 矩阵 ,一 般 称 C 为 阿达 马 弱 积 . 
证 明 (1) 已 知 4,B 都 是 正定 阵 , 存 在 可 道 矩 阵 了 和 98, 使 4 
一 P' P,B 二 8' 8, 于 是 : 
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QAB)Q'!=QP’' PY’' (990D = (PQ' )' (PO’ ) 
PQ' 是 可 首 方 阵 , 故 窍 阵 8C(4B)@8' 是 正定 矩阵 , 它 的 一 切 特 征 根 大 
于 零 , 但 48 与 此 和 矩阵 相似 , 故 和 矩阵 48 的 一 切 特征 根 都 大 于 零 . 
《2) 由 (1) 知 4B 的 特征 根 全 为 正 ,又 4B 是 实 矩 阵 , 且 有 (4B7， 
==B'h' 二 B4 二 4B, 故 4B 是 实 对 称 矩 阵 , 因 而 是 正定 矩阵 . 
(3)c5 二 ayby 二 ajbin 二 ci (一 1,2， ,2), 故 C 二 (ci) 是 实 对 称 
矩阵 . 现 证 二 次 型 X' CX 是 正定 的 . 因 中 是 正定 阵 , 设 可 逆 韦 阵 4 


==(4,) ,使 8 一 9.9, 于 是 妈 = 2gwqw 且 二 次 型 
X'CX 一 之 1a zz 一 Da > 
ii 一 1 isj=1 kk 二 1 


一 了 (quti) (qr;7;) 
今 Y= (qunriy gr gata) (一 1 22)， 则 
六! Cx= Py, 4 
设 X= (zz,…,zm)' 是 非 零 列 向 量 , 它 的 第 二 个 分 量 之 头 0, 又 抵 


阵 0 一 (qs) 是 可 逆 的 , 它 的 第 丸 列 上 的 元 素 应 不 全 为 零 ,不 妨 设 
4 天 0, 于 是 qs ri 天 0， 器 量 .天 (0. 由 4 是 正定 矩阵 . 必 有 : 


7, AY, >0,X CX= OY; 47,>0. 所 以 C 是 正定 矩阵 . 


用 两 个 正定 盾 阵 作 一 个 正定 阵 ,前面 ( 见 例 3) 已 介绍 了 用 和 
的 方法 ,本 例 提供 的 利用 矩阵 的 两 种 求 积 的 方法 ,也 能 得 到 正定 和 完 
阵 . 但 是 正定 矩阵 应 该 是 实 对 称 阵 , 故 没有 具备 条 件 4B= B4 的 十 
阵 4B, 不 能 肯定 是 正定 从 阵 ,请 予以 重视 . 

二 、 正 定 矩 阵 与 半 正 定 矩 阵 

例 《 对 任何 实数 ,4 之 0, 试 证 ; 

(1) 若 4,8B 都 是 半 正 定 的 矩阵 , 则 C==44 十 xB 是 半 正 定 官 阵 ; 

(2) 如 果 4,B 之 一 为 正定 , 另 一 是 半 正 定 ,那么 C 是 正定 目 
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阵 . 
证 明 〈1) 任 取 非 零 向 量 入, 则 
X'OX 一 古人 (4 十 HB) 总 
一 人 XI AX 十 LuX’' BX 之 0 

故 C 是 半 正 定 的 . 

(2) 不 妨 设 4 正定 ,B 为 半 正 定 , 对 非 零 的 向 量 X, 应 有 X' AX 
盖 0, XI BX 之 0, 故 

大 CX=AX' AX+T nuX’' BX>0 

故 C 是 正定 矩阵 ， 

例 8 证 明 ; 若 4 是 实 对 称 和 矩阵 . 则 4 是 半 正 定 矩 阵 的 充分 必 
要 条 件 是 对 任何 实数 x 汪 >0,8 二 x8 十 4 是 正定 的 . 

证 明 必要 性 可 由 例 7 直接 得 到 ,这 里 再 给 另 一 证 明 ( 用 特征 
根 方法 ) 因 |28 一 8| 二 1 (4 一 48 一 4|, 铬 和 4 是 8 的 特征 根 , 则 4 一 
为 4 的 特征 根 .但 4 半 正 定 , 故 4 一 4 之 0,4 宇 x 二 0, 由 4 的 任意 性 
知 ,B 的 一 切 特征 根 为 正 , 故 了 是 正定 算 阵 . 

充分 性 由 并 一 4 二 轨 一 (B 一 u8)= 二 (4 十 4)B 一 8B. 于 是 
8 一 4| 二 |(4 十 1)B 一 B|, 若 4 是 4 的 特征 根 , 则 4 十 4 是 8 的 特 
征 根 ,B 是 正定 矩阵 ,所 以 对 任何 正 实数 4 都 有 4 十 4 二 0, 故 4 二 0， 
4 是 半 正 定 的 . 

对 充分 性 的 证 明 , 还 可 用 反 证 法 . 着 4 不 是 半 正 定 的 , 必 存 在 
非 零 实 列 向 量 X, 使 


X’' AX<0O 
但  X' BX 一 X (1B 十 4)X 一 AR X 十 X AX>0 
— YX!' AX | 
知 取 Hp 一 一 


则 p>0, 使 X BX=0, 这 与 B 是 正定 矩阵 矛盾 . 所 以 4 是 半 正 是 
矩阵 . 
例 9 若 4 为 上 阶 正定 矩阵 ,83 是 同 阶 半 正定 阵 , 证 明 
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4 二 +B| 之 |4| 
证 明 由 4 是 正定 算 阵 知 .有 可 道 和 矩阵 P, 使 P 4P==8, 又 因 
二 半 正定 合同 的 矩阵 仍 为 半 正 定 的 , 故 B==P' BP 半 正 定 . 因而 2 
是 实 对 称 阵 , 且 存 在 正 交 阵 7, 使 
和 


/2 
1' BT=T’ P' BPTS= 一 D 


其 中 为 ,和 加,…, 罗 是 Bi 的 全 部 特征 根 , 且 应 有 多 宇 0Gi 二 1,2,…， 
n). 注意 正 交 阵 7 的 性 质 7T'7T 一 8 及 
P’' (A+B)P=P' AP+P' BP=E+P' BP 
两 端 取 行列 式 , 于 是 
IP' ||A4+BI|IP|= |B+P’ BP|=|T’ | | 有 十 Pr BPIT| 
一 18 十 BTI=|B+D| 
1 十 和 


] 十 如 


十 入 

从 而 4+Bl 宇 |P' |P|=|(P') P|= |4|. 

例 10 设 4 是 阶 正定 ( 半 正 定 ) 矩 阵 ,m 是 任 一 正 整 数 ,证 明 
存在 唯一 的 正定 窍 阵 ( 半 正定 矩阵 )B, 使 4 二 PB". 

当 m 二 2 时 , 称 8 是 4 的 平方 根 . 

证 明 只 就 4 是 2 阶 正定 矩阵 来 证 明 可 类 似 地 证 明 半 正定 
的 情况 . 

(1) 存 在 性 ” 因 4 是 正定 矩阵 ,当然 是 实 对 称 阵 , 故 有 正 交 阵 
7 ,使 
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Al 


A 
其 中 诸 和 0(i 二 1 2 人 ,1 ) ,它们 是 4 的 特征 根 . 
YA 
令 B—7T' ME T 
YA, 


N B' 二 B 是 实 对 称 阵 且 8B 的 一 切 特征 根 为 正 ， RY 2 A4i>0G=1, 

… 0). 故 忆 为 正定 阵 , 并 有 4= BP" 

(2) 唯 一 人 性” 今 设 正 定 逢 阵 5 和 C，, 都 满足 条 件 :;4= 梭 ， 
4 一 (人 

首先 证 明和 矩阵 8B 和 C 有 共同 的 特征 根 以 及 属于 它们 的 特征 
向 量 . 任 取 8 的 特征 根 x. 则 x 汪 0, 且 有 特征 向 量 a 使 ,Ba 二 na. 于 
是 | 

4 一 本 0 一 Ha， (WE— A)a=0 

将 4 二 0C” 代入 有 (wr EE—O”)a=0 

令 0=Apm IIB 二 AM 2C 十 … 十 C" 由 >0 及 CC 是 正定 阵 . 应 
用 例 7 的 结论 可 知 ,D 也 应 为 正定 矩阵 ,并 有 

0= ("8—0")a=D(E—C)a 

故 (x8 一 C)a 二 0, 即 Ca= wa,x 是 C 的 特征 根 且 a 也 是 的 属于 4 
的 特征 癌 量 . 反之 , 令 4 为 C 的 特征 根 ,a 为 C 的 属于 4 的 特征 问 
量 . 用 类 似 方法 可 证 % 是 8 的 特征 根 ,a 是 互 的 属于 4 的 特征 阿 
量 . 

其 次 ,我 们 来 证 明 B=C. 

因 8 是 实 对 称 阵 , 故 有 正 交 阵 T 了 使 T'B7T 是 对 角 阵 . 因 7 = 
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7 , 即 矩 阵 8 在 实数 域 上 相似 于 对 角形 矩阵 . 它 在 实数 域 上 应 有 > 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 议 为 Oi 9 CQC29 ,0 ,使 
Ba, = wa: (1=1,2,,n) 
其 中 为 B 的 特征 根 . 由 上 面 讨 论 , 对 C 而 言 ,也 有 
Ca; = ,0 (一 ], 2，… ,nn) 
令 P 二 (qi,…,0;), 则 P 是 可 道 阵 , 且 有 
a 
H2 . 


P BP= =PCP 


AL 
于 是 B=C. 

正定 矩阵 是 半 正 定 阵 的 特殊 情况 ,二 者 之 间 关 系 极为 密切 . 以 
上 庄 例 从 它们 的 线性 组 合式 ,行列 式 值 的 比较 以 及 m 次 根 等 方面 
作 了 一 些 探讨 ,得 到 的 相应 的 有 关 性 质 都 是 基本 且 有 用 的 . 在 证 明 
的 过 程 中 ,多 数 都 用 到 了 结论 : 实 对 称 阵 正 交 相似 于 主 对 角 线 由 其 
特征 根 构成 的 对 角 任 阵 , 然 后 再 从 特征 根 全 为 正 , 或 全 为 非 负 . 最 
后 结合 其 他 条 件 去 导出 所 要 证 明 的 结论 ,这 种 证 明 的 思路 ,值得 借 
鉴 . 

三 、 正 定 矩 阵 与 实 矩 阵 

下 面 ,我 们 介绍 正定 矩阵 在 实 矩 了 泗 有 关 问 题 的 讨论 中 的 一 些 
应 用 . 
例 12 设 8 是 mxz 的 实 矩 阵 ,;X = (zi1,… ,zx,) 是 实 癌 量 .证 
明 ; 齐 次 线性 方程 组 BX=0. 只 有 零 解 的 充 要 条 件 是 B' B 为 正定 
所 阵 . 

证 明 必要 性 者 Xo 是 任意 非 圭 实 列 回 量 , 则 

XoB' BXo= (BXo)’' (BXo) 之 0 
又 (B B)' 一 及 B 为 实 对 称 阵 , 故 B' B 是 半 正 定 的 . 如 果 能 证 明 |B' 
B| 关 0, 则 有 秩 B 8 二 n. 这 时 可 知 矩 阵 B' B 是 正定 矩阵 . 下 面 就 来 
证 明 |B'B| 关 0. 奉 不 然 |8' B| 二 0, 则 齐 次 线性 方程 组 B' BX 二 0 有 
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非 零 解 , 设 为 X。, 于 是 (BX6)' BXo 一 XiB' BXo 一 0, 从 而 BX。 二 0, 与 
题 设 BX 一 0, 只 有 零 解 巴 盾 , 于 是 18 B| 关 0, 故 BB 是 正定 矩阵 . 
充分 性 因 BB 正 定 , 故 对 任 一 非 零 实 向 量 X, 都 有 
(BX)’' BX=X’' B' BX>0. 若 BX 二 0 有 非 零 解 Xo, 则 XB' DBX 一 0. 
显然 是 不 可 能 的 , 故 BX 二 0 只 有 零 解 . 
例 15 设 4 是 nn 阶 正定 阵 ,B 是 nxm 实 矩阵 ,B 的 秩 为 m( 即 
列 满 秩 阵 ) ,证 明 B' 45 是 正定 矩阵 . 
证 明 因 (B' 4B)' =B' 4 B= 二 B' 4B, 故 B' 4B 是 实 对 称 和 矩阵. 
其 次 任 取 非 零 实 列 向 量 X, 必 有 BX 尖 0. 若 不 然 , 设 有 非 零 向 量 X。 
使 BXo 二 0, 则 B BX6o= 二 0. 但 秩 BB= 秩 8=m, 即 B'B 是 可 逆 方 阵 . 
由 B' BXo 二 0, 可 推 得 Xo。 二 0 与 Xo 的 取 法 矛盾 . 故 BX 关 0， 多 因 A 
是 正定 阵 , 故 对 任 取 的 非 零 实 列 癌 量 和 必 有 
X’' (B' AB)X= (BX)' A(BX)>0 
综 上 所 述 ,B' 48 是 正定 阵 . 
以 于 两 个 例子 ,提供 了 利用 实 和 矩阵 (可 以 是 长 方 阵 ) 来 构 作 正 
年 阵 的 方法 ,从 而 把 两 者 联系 起 来 . 在 证 明 的 过 程 中 ,我 们 也 看 到 
了 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 判别 定理 ,在 正定 二 次 型 的 理论 中 
的 应 用 . 
例 14 〈 实 满 秩 惩 阵 的 正 交 正 定 分 解 ) 设 4 是 * 阶 实 满 秩 托 
阵 , 证 明 存 在 唯一 的 正 交 和 窍 阵 8 和 正定 和 矩阵 B, 使 
A=0B (16) 
证 明 存在 性 因 4 是 满 秩 4 阶 方 阵 , 故 4X==0 只 有 零 解 ， 
由 例 12 知 4' 4 是 正定 矩阵 . 根据 例 10. 存在 正定 矩阵 8 使 
A' A=: B?. 
令 8 二 4B"!', 则 4 二 8B,8B 是 正定 阵 . 再 证 8 是正 交 阵 ,事实 上 
Q’' Q= (AB-1)’ AB1=(B')' h' AB'!=(B-1)' BB':=E 
-唯一 性 ” 设 有 正定 阵 B 和 Bi, 正 交 阵 8 和 81, 使 4=4688= 
91B ,我 们 只 须 证 明 B=B. 
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设 和 矩阵 4 4,8 及 Bi 的 特征 根 分 别 为 ， 
加之 加 之 … 之 加 之 0 
中 之 届 之 之 hn 之 0 
和 之 2 之 "之 4 之 0 
先 证 吉 二 C==1,2,…,n), 即 8 与 B; 有 相同 的 特征 根 .由 于 8 
是 正 交 阵 , 则 
4 4 一 (98) QB= B' Q' QB=B' B=B 
同 理 可 得 4 4=B1?. 于 是 ==4' 4 二 B21. 从 而 
= = 0 (1= 1,2, ,n) 
现 证 B=Bb,. 
8 和 8, 都 是 实 对 称 阵 , 故 存在 正 交 阵 7 了 和 7 分 别 使 ， 
Al 


B=7T 和 T = 7T' DT 


ls 


Os 


及 1 Ql 
其 中 D= ki2 , ， DD, 一 Cr2 


于 是 由 FF 二 B, 可 得 7' DT 二 TDIT1. 令 玉 = 二 TT' 则 
WD=TT' DD:= DTT’ = DW 
若 矩 阵 W= (ws)， 由 上 式 可 得 
wh = ph ws (tj—=1,2,°° ,RN) 

当 wh 时 ,有 w= 0,wip = pitwy 

当 = A 时 也 有 Wi lj; = hi 
于 是 WD= DW ,TT' D=WD=D = DIT.T! 
即 B=7T' DT=TIDT=B 
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利用 此 例 的 结论 . 可 建立 实 满 秩 方 阵 与 对 角 阵 之 间 的 联系 , 见 
下 例 . 

例 15 设 4 为 4 阶 实 满 秩 方 阵 , 证 明 存 在 正 交 阵 8 ,@: ,使 

和 
QAQ:=| 了 (17) 

这 里 7 加? ，… ,加 是 矩阵 4 4 的 一 切 特征 根 且 每 个 % 
>00=1,2,.,n). 

证 明 由 (16) 式 矩阵 4 一 9B8, 其 中 @ 是 正 交 阵 ,B 为 正定 阵 
对 互 来 说 ,有 正 交 阵 了 ,使 


A 
其 中 A ， 人 2 A 是 B 的 特征 根 . 故 每 个 入 之 0. z 

令 811 二 07' ,Qz"1! 二 7T. 因 8,7 都 是 正 交 阵 , 则 87' (87')' = 
QT7' 798' 二 98Q' = 二 5, 即 811,82"' 是 正 交 阵 , 从 而 81,8;: 也 是 正 交 阵 ， 
代入 等 式 4 二 8B 有 


4 
4 一 GBPB 一 91 如 ， T= Qi 
如 


故 (17) 式 成 立 ， 
守 
又 WA=B' 0' 98 一 有 B=B=T' 入 
及 
因为 相似 矩阵 有 相同 的 特征 根 ,所 以 人 02 是 窍 阵 4 4 的 
一 切 特征 根 . 
这 个 例题 给 出 的 结论 ,实质 上 是 实 满 秩 方 阵 4 在 特定 意义 下 
的 标准 分 解 , (17) 式 中 的 对 角 阵 ,由 正定 矩阵 4 4 所 唯一 确定 .此 


例 的 证 明 用 到 两 个 章 要 结论 ,它们 是 实 满 秩 方 阵 的 正 交 正定 分 解 
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入 4 工 慷 珊 


TIT i EE HH 


和 实 对 称 阵 正 交 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 ,特别 是 后 者 ,我 们 已 经 在 较 
多 例题 的 证 明 中 都 引用 过 . 关于 一 般 的 实 和 矩阵 ,还 有 以 下 的 奇异 信 
分 解 . | 

例 16 设 4 是 mxz 的 实 矩 阵 ,4 的 秩 为 > 盖 0 证明 4 有 分 解 


式 
4=7| 1 = (18) 
0 0 
其 中 7,,7; 分 别 为 m 阶 ,n 阶 的 正 交 阵 , 且 和 矩阵 
4. 一 2 
Or 
01y02， yyOr 为 正 实数 . 


一 般 称 (18) 式 为 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 ,实数 a1,0:,… ,a 称 为 
4 的 奇异 值 . 

分 析 前 面 的 结论 是 属于 实 满 秩 方 阵 ,或 实 对 称 年 阵 的 ,本 例 
中 的 4 未 必 是 方 阵 也 未 必 是 满 秩 方 阵 , 但 矩阵 4 4 至 少 是 一 个 秩 
为 + 的 半 正 定 窍 阵 , 因 此 ,首先 考虑 矩阵 4 4. 

证 明 因 和 矩阵 4' 4 是 半 正 定 窍 阵 , 且 秩 4' 4= 秩 4=7>>0. 故 
有 正 交 和 盾 阵 P ,使 


Pp' 4 AP— ou =-|4 0 a9 


其 中 ow>>04G 一 1,2，…7). 它们 是 矩阵 4 4 的 一 切 书 零 的 特征 根 . 
仿 w 阶 正 交 阵 了 = (P!，P;), 其 中 Pi,P; 分别 是 %X?,nX (n 一 
*) 子 块 . 于 是 
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4 4p oP =[Pp| 0 |=m4ee 
本 0 0 本 14 2 0 0 p’ ] 4 4 ! 


2 


故 A,’= P14h’ 4P， (20) 
由 P 是 正 交 阵 , 尚 可 推出 等 式 
PP 一 及 ,PP 一 有 PiIP: 一 PP 一 0 (21) 


令 户 二 A,1P14' ,结合 (20) 式 ,有 
BiBi=A,1PA’' 4P (4 = A,'A,:(A.')' =&E, 
PABii PP2sA’ = PA,(A,!P' 4 ) + PP;A! | 
一 (PP 十 PP )4 一 4 
但 P 是 可 逆 方 阵 , 秩 已 4 三 秩 4=7, 故 线性 方程 组 P' 4' X=0 的 
基础 解 系 中 含有 m 一 7 个 解 向 量 , 将 其 单位 化 \ 正 交 化 后 ,构成 一 个 
mX(m 一 7?) 的 着 阵 8,， 


(22) 


刚 P' A'B,=0, BB,= BE,_, : (23) 
Pi4' B: 一 0 一 P24' B, (24) 

结合 Bi 的 构造 可 知 
BiB,=A.1(PiA' B) 一 0， BBi=0 (25) 


若 令 8 二 (81,B,) ,结合 (22), (23),(25) 知 ,8 应 是 一 个 m 阶 的 
正 交 和 定 阵 , 骨 计算 

PA' Bi 一 Ph4 (041P4 )' =(P,A’' 4P 4 
由 (19) 式 知 ”P24' 4P 一 0, 故 P24' Bi 一 0 (26) 

最 后 由 矩阵 P,& 的 正 交 性 以 及 (22)(24) (25) 和 (26) 诸 式 , 可 
推出 


| pint PaPi4 )[B1B,] 
A, 万; A. 0 
中 a Bb ] 1 | 


取 于 一 (@& 一 @,7: 一 户 , 即 得 结论 . 
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习 是 


1. 用 满 秩 线性 替换 将 下 列 二 次 型 化 成 标准 形 , 并 求 其 秩 +? 和 符号 差 s。 及 
所 用 的 线性 蔡 换 X 王 C7. 

(1 ) 了 (ziyzayzs) 一 Zizz 十 zzzs4 

(2)f(z1 ,TI3974) 一 z 帮 1 十 好 十 2 一 2z 一 27iz? 十 2zi73: 一 27124 十 2z273 一 472714 

(3)f (7r1 ,T7743) = drrs— 27173— 27274 十 3x4， . 

(4)f (T1972,73) = (27 十 zz 十 ZT3) 十 (z1 一 272 十 z3) ?十 《41 十 7X2 一 273)? 

2. 求 正 交 线性 替换 ( 即 直 角 坐 标 变换 ) ,化 简 二 次 曲面 方程 

: 5z: 十 89%2 十 5z: 十 4 功 一 8zz 十 4 一 17 一 0 

3. 证 明 实 二 次 型 的 秩 + 与 符号 差 8 有 相同 的 奇偶 性 ,县 -> 委 s 委 ” 

4. 设 4 是 正定 矩阵 ,8 为 半 正 定 和 矩阵 . 证 明 ; 如 果 行 列 式 |4 十 8| 二 14 则 
[8|=0. 


5 证 明 f(z4,…,) =n 旋 j 对 一 ( 25): 是 半 正 定 二 次 型 ， 且 当 且 仅 当 
1 二 … 二 z. 时 , 它 的 值 为 零 . 

6. 与 正定 矩阵 合同 的 矩阵 是 正定 矩阵 , 试 证 之 . 

7. 正定 阵 4 的 任何 类 阶 主 子 式 
(| 
8. 证 明 :4 阶 单位 矩阵 与 一 E 在 实数 域 上 不 合同 ,而 在 复数 域 上 合同 
9. 设 4= (a,) 是 * 阶 正定 阵 , 实 向 量 a= (a1,4.,…,a.)' 是 二 次 实 变 实 值 函 


数 fn) = Osanit,—2 Dh 


‘Jj 王 | 


>0 (1 入 <2) 


bi 


b, 


的 极 值 点 , 则 a 必 是 它 的 极 小 点 , 且 a= 4 


b, 
并 求 出 了 (zi ,zs 的 极 小 值 ， 
10. 设 cy ,…,a, 是 不 全 为 零 的 实数 ,4 二 (a) 为 r 阶 正 定 窍 阵 ,8 二 aiaja 
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(i,j 二 1,2,…,n). 证明 B= (5,,) 是 正定 矩阵 . 

11. 设 4 是 正定 矩阵 ,B 为 n 阶 实 对 称 阵 .证 明 有 7 阶 满 秩 阵 P. 使 P' 4P== 
E,P' BP 为 对 角 阵 ,其 对 角 线 上 元 素 是 ,44 一 下 的 x 个 实 根 . 

12. 4 是 1 阶 正定 矩阵 ,证 明 存在 上 三 角 正 线 ( 即 对 和 角 线 上 元 素 为 正 的 上 
三 角 阵 ) 矩 阵 B, 使 B 4B 二 EF. 

13. 若 4.5 都 是 4 阶 实 对 称 阵 . 4 的 特征 根 都 小 于 a,8 的 特征 根 都 小 于 4. 
证 明 4 十 8 的 特征 根 都 小 于 a 十 4. 

14.4 是 r 阶 半 正定 阵 ,B 是 阶 实 和 矩阵 . 知 有 自然 数 ;使 48=: B4 ,证 明 
AB= BA. 

15. 设 4 为 n 阶 正定 矩阵 ,证 明 对 任意 阶 实 和 矩阵 8, 有 秩 (B' 4B)= 秩 B. 


16. 设 f(z) 一 一 (427) 一 (一 和 2x.)* 的 正 惯性 指数 是 p, 秩 为 7 
证 明 p 二 +<x. 
17. f(z1,… ,zx,) 二 X' AX 是 满 秩 实 二 次 型 , 它 的 正 负 惯 性 指数 都 大 于 或 等 
于 1, 或 二 次 型 经 过 满 秩 线性 替换 : 
z 一 加 十 轨 十 十 饼 
7Z: 二 yz 十 … 十 杀 
XT、 一 护 
化 成 规范 形 关 十 … 一 因 , 试 求 三 个 非 零 回 量 ae 及 ”使 7(o) 盖 0,fGC8D)<0 及 
f(y)=0. 


18. 证 明 实 二 次 型 f(z ，… = iD 的 秩 和 符号 差 都 与 4 无 
关 (n 之 2). 

19. 设 5 是 nn 阶 对 称 阵 4 的 最 大 特征 根 ,证 明 十 一 4 是 半 正 定 窍 阵 . 

20. 实 二 次 型 f(z…z) 一 X AX 的 秩 为 *, 证 明和 可 用 正 交 线性 替换 化 
成 规范 形 的 充分 必要 条 件 是 4 为 正 交 和 矩阵 . 
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第 七 章 ” 线 性 空间 与 欧 氏 空间 
$ 1 线性 空间 


基本 概念 与 结论 


一 、 线 性 空间 的 定义 及 性 质 

i. 设 V 是 一 个 非 空 集合 ,P 是 一 个 数 域 . 在 集合 V 中 定义 了 一 
种 代数 运算 ,叫做 加 法 , 即 对 于 V 中 任意 两 个 元 紊 a 写 8, 在 V 中 
都 有 唯一 的 一 个 元 素 ?与 它们 对 应 , 称 为 与 5 的 和 , 记 为 ?一 c 十 
“hh. 在 数 域 P 与 集合 V 之 间 定 义 了 一 种 运算 电 做 数量 乘法 , 即 对 于 
P 中 任 一 数 £ 与 V 中 任 一 元 素 ce, 在 了 中 都 有 唯一 的 一 个 元 素 6 与 
它们 对 应 , 称 为 与 a 的 数量 乘积 , 记 为 6 一 io 如 果 上 述 两 种 运算 
满足 以 下 条 件 . 

”加 法 满足 下 面 四 条 规则 ， 

(1)c 十 6 一 0 十 ai 

(2)4a 十 有 十 ?一 4 十 4 十 D); 

(3) 在 下 中 有 一 个 元 素 0, 对 Y aEV 都 有 

+ 0=a 

(具有 这 个 性 质 的 元 素 0 称 为 V 的 零 元 宗 ); 

(4) 对 于 『 中 每 一 个 元 素 a, 都 有 Vv 中 的 无 素 8 使 得 

4 十 1 一 

(8 称 为 的 负 元 宗 )， 

数量 乘法 满足 下 面 两 条 规则 ， 

(5)iag=a; 
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《6)KCLD) = (KN)ea. 

数量 乘法 与 加 法 满足 ， 

(7) 十 0a 一 和 2 十 

(8)k(a 十 8) 一 io 十 86. 
其 中 ,LEP,aB1yEV, 则 称 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 . 

数 域 P 上 的 线性 空间 7 又 称 为 向 量 空间 或 仿 射 空间 . 集合 V 
中 的 元 率 通 常 称 为 向 量 ,P 称 为 线性 空间 的 系数 域 或 基 域 . 

2. 线性 空间 有 如 下 简单 的 性 质 : 

(1) 委 元 素 是 唯一 的 . 

(2) 负 元 素 是 唯一 的 ,a 的 负 元 素 记 为 -a. 

(3)0¢=0;,k0=0;(—1)a=—a. 

C4) 如果 io 一 0, 则 下 一 0 或 一 0. 

、 向 量 的 线性 组 合 . 向 量 组 的 等 价 .线性 相关 与 线性 无 关 

将 第 三 章 中 元 数组 为 元 素 的 ， 维 向 量 空间 的 有 关 概 念 推广 
到 一 般 线 性 空间 ,就 可 建立 相应 的 概念 ,并 推导 出 完全 平行 的 结 

三 、 基 、 维 数 与 坐标 

1. 在 线性 空间 了 中, 如果 存在 个 同 量 aez… 5 满足 

(1)aysz 85 线性 无 天 ; 

(2)V 中 任 一 向 量 a 总 可 由 se s&s 线性 表示 . 
那么 称 V 为 n 维 (有 限 ) 线 性 空间 ,x 为 了 的 维 数 , 记 为 dimV 一 "并 
称 ee,…e 为 线性 空间 7 的 一 个 基 ( 或 一 组 基 ). 

如 果 在 了 中 可 以 找到 任意 多 个 线性 无 关 的 癌 量 ,那么 就 称 了 
为 无 限 维 的 . 
2. 在 "” 维 线性 空间 了 中 任意 7 个 线性 无 关 的 回 量 构 成 7 的 一 
个 基 . 
3， 在 六 维 线性 罕 闻 下 中 和 任 一 阿 量 oa 可 被 基 el ,ez， er 唯一 地 
表示 为 
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2 一 018 十 opgz 十 十 Ge 

a 元 有 序数 组 (cyaa,，…，,a) 称 为 在 基 5ye，…5 下 的 坐标 . 

四 、 基 变换 与 坐标 变换 

1. 设 了 是 数 域 P 上 的 * 维 线性 空间 . E1229°°* » Ea 与 21, 82" 
et 是 了 的 两 个 基 ,它们 有 如 下 关系 : 

2 一 01181 十 al 二 十 a 16 

| 2'z 一 91281 十 azzgz 十 … 十 ooze (1) 
Bl es :+ Ce， 
则 矩阵 


贤 章 归 量 入 六 


称 为 由 基 el ,es，…,s, 到 基 wwe 的 过 渡 和 矩阵 . (1) 可 以 形式 
地 表达 为 
(ae 一 (et (2) 
称 为 基 变 换 公式 . : 
2. 过 渡 窍 阵 A 是 可 逆 的 ,并 且 , 如 果 A 为 基 E1929""" En 到 基 
E1192 2 es 的 过 渡 和 矩阵 ,那么 由 基 En96 29" 52 到 共 81 ,22,*… ,Ee 
的 过 渡 盾 阵 是 4 ，, 另 / 
(28192829 95962) = else 2 es) A 
3. 设 saya 及 szs…a 是 7 的 两 个 基 , 且 有 基 变 换 
公式 (2) 又 了 中 向 量 a 在 两 个 基 & ez,… ,6 和 e182，,… ,e's 下 的 
坐标 分 别 是 (zi1,7z2，… 4,) 和 (zz'2，,… ,2',) ,那么 在 基 变 换 公 式 
(2) 下 ,有 


Y1 Z 1 Tl 11 
/ / 

ZX2 Y 2 Y 2 Va 
_ 1 
~4| .|， 或 | ,|=4 

8 
z 好 T', 和 


245 


称 为 坐标 变换 公式 ， 
4. 设 了 了 是 数 域 P 上 线性 至 加 ,mm… 和 2 是 V 的 一 个 基 . 
PE 县 (pp 一 (204 
则 (PP，…5) 为 了 之 基 的 充 要 条 件 是 4 可 道 . 


应 用 举例 


一 、 线 性 空间 的 判定 
例 1 判断 下 列 集合 对 指定 运算 是 否 构 成 给 定数 域 上 的 线性 
空间 . 
(1) 全 体 实数 的 二 元 序列 的 集合 ,P= 二 R 对 于 下 面 定 义 的 运算 : 
(ai,b1)H (Cas ,602) = (qi 二 az ;01 十 by 十 a1as) 


k(Ck-l1 
ke Cah) = (ais WD + ea) 


这 里 用 儿 表 加 法 运算 ,。 表 数 乘 运算 ,tkE R. 

(2) 数 域 P 上 全 体 = 阶 对 称 定 阵 与 反对 称 矩 阵 所 成 的 集合 上 
对 于 矩阵 的 加 法 和 数 乘 ， 

(3) 全 体 正 实数 R+ 构 成 的 集合 ,P=R. 加 法 和 数 科 定义 为 : 

ab= wb,， ko。 4 一 地 KER, abER+ 

(4) 平 面 上 全 体 向 量 的 集合 ,P==R. 对 于 向 量 的 加 法 和 如 下 完 
义 的 数 乘 

Ka CQ 一 必 

这 里 KE R. 

(5) 设 数 域 P= {a 二 bvV 2 la,b 为 有 理 数 }.V 是 有 理 数 集 , 对 
于 普通 数 的 加 法 和 如 下 定义 的 数 乘 ， / 

(ca 十 2)° a=(ath)a (atb v2 EP,aEV) 

解 (1) 构 成 实数 成 尺 上 的 线性 空间 , 令 全 体 实 二 元 数列 作 
成 的 集合 为 了 ,显然 了 非 空 . 且 对 于 所 定义 的 两 种 运算 封闭 ,运算 
结果 唯一 确定 ,还 可 逐一 验证 8 条 运算 规律 成 立 . 我 们 选择 几 条 为 
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例 验证 如 下 : 
(DV 中 存在 零 元 素 : 用 待定 法 , 令 (z,g) 为 了 的 零 元 素 , 则 
VY (a,b)EV, 有 (a,0D(r,Y) = (a,6) 
由 加 法 定义 (a 十 z ,8 十 y 十 az)== (a,6b) 
a 二 += 二 a r+ 二 0 
解 万 程 组 (op 得 (0 
， 下 面 验证 (0,0) 确 是 V 中 的 零 元 素 . 显然 , (0,0)EV, 同 时 ， 
Y Ca,b) EV, (a,0)PDO0,0) = (a0,5+0+a. 0)= (a,5). 故 7 中 
在 在 零 元 素 (0,0). 
BV (a,5) EV,(a,5) 存 在 侨 元 素 . 我们 仍 用 待定 法 . 令 (e 0) 中 
(z,y) 二 (0,0), 由 加 法 定义 ,有 
(ec 十 z,8 十 y 十 oz) 一 (0,0) 


解 方 程 组 (人 (| 
/ 十 y 十 az 一 0 jy 一 02 一 
仿 可 验证 (一 a,a? 一 6) 是 (a,5) 的 负 元 素 . 
® 1 (0h)=( ,lb a) = (qd) 
(4) .ke (lo (a,b))—=k eo (部 十 一 一 一 人 一 -| C2 
ee 
一 (以 )。(ayD) 


(2) 设 4 是 对 称 和 矩阵,8B 是 反对 称 矩 阵 , 朋 都 不 是 零 窍 阵 , 则 
(4B)'=A' 十 B'= 二 A—8B 
但 4 一 B 关 4 十 B,%4 一 8 一 (4 十 8B) (否则 4,B 之 一 为 零 矩 阵 ). 即 
4 十 B 既 不 是 对 称 阵 , 也 不 是 反对 称 阵 , 故 4 十 BEV, 因 而 V 不 是 P 
上 的 线性 空间 . 
(3)R+ 关 于 运算 “名 ”及 。” 构 成 实数 域 8 上 的 线性 空间 , 因 
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为 对 定义 的 二 种 运算 是 封闭 的 ,运算 结果 也 是 唯一 确定 的 , 且 加 法 
满足 交换 律 和 结合 律 , 并 可 自行 验证 ,1 是 零 元 率 , 每 个 正 实数 a 
的 负 元 素 是 一 ,还 有 1 。a 一 4 一 4， 
ko (loa)=(a):=a= (KW)°*a 
(K+ 二 () 。 a=a't!—at »。 qa!—=k °。 ale a 
ko (ah = (a):=a 。 b=k oe ak .eb 
大 将 题 (3) 中 的 加 法 定义 改 为 普通 数 的 加 法 ,好 aD5==a 十 4. 
则 E+ 关于 了 中,。 不 构成 R 上 的 线性 空间 . 
(4) 当 二 /一 ] 时 ,0 十 1)。a==2。a= 二 a， 但 1] +。4 二 1]°。a=a 
十 a 二 2a， 有 即 
(有 十 La atlooa 
所 以 不 构成 实数 域 R&R 上 的 线性 空间 . 
(5) 当 二 /二 V2 EP， a 二 1€EV 时 ， 
(V2 ,V2) :1=2°1=2.1=2, 
V2 .(V/2 .1)=/ 2。1=1. 
即 (WH) 。 ok Cl °°。 a) 
所 以 了 不 是 PP 上 的 线性 空间 . 
例 2 已 知 数 域 PC 数 域 P, 按 通常 数 的 运算 ,P 是 否 构 成 P 
上 的 线性 空间 ? 了 是 否 构 成 P 上 的 线性 空间 ? 
解 P 不 一 定 构成 P 上 的 线性 空间 . 
例如 ,P 为 有 理 数 域 ,P 为 实数 域 ,对 1E€EP,~MV2€P, 但 
V2，。，1 二 V2 EP, 即 有 理 数 域 不 能 构成 实数 域 上 的 线性 空间 . 
一 般 地 , 当 PCP 时 , 即 存 在 数 KEP, 但 EP, 有 k* 1 一 GEP, 所 以 
P 不 能 构成 了 P 上 的 线性 空间 . z 
但 构成 P 上 的 线性 空间 . 因为 了 中 两 数 的 和 及 P 中 数 与 了 
中 数 的 乘积 均 唯一 确定 且 必 属于 P, 且 加 、 乘 运算 满足 线性 空间 定 
义 的 全 部 条 件 . / 
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一 、 维 数 . 基 和 坐标 

确定 线性 空间 是 无 限 维 还 是 有 限 维 ,以 及 在 非 零 有 限 维 时 , 确 
定 它 的 基 和 维 数 是 研究 线性 空间 的 基本 问题 . 一 般 情况 下 ,根据 基 
和 维 数 的 定义 即 可 求 得 

例 3 判定 下 列 线性 空间 是 无 限 维 还 是 有 限 维 的 ,并 在 非 零 
有 限 维 时 , 求 它 的 一 个 基 并 指出 其 维 数 . | 

(1) 数 域 P 上 非 零 多 项 式 g(z) 的 所 有 倍 式 构成 的 线性 空间 耻 ; 

0 4 

(2) 数 域 P 上 全 体形 如 | “| 的 二 阶 方 阵 ,对 于 矩阵 加 法 和 

数 乘 所 构成 的 线性 空间 了; 


(3)7F 一 (XEPITX 一 0) 对 于 矩阵 的 加 法 与 数 乘 构成 的 P 
上 线性 空间 ,TrX 是 ” 阶 方 阵 和 的 迹 , 即 和 的 主 对 角 线 上 全 体 元 
素 之 和 

(4) 例 1 中 (1),(3) 的 空间 . 

解 〈1) 因 为 对 任意 自然 数 *, 在 上 中 存在 2 个 线性 无 关 的 癌 
量 9(z),zg(z) ,zx"1g(z). 所 以 V 是 无 限 维 线性 空间 . 


0 
(2) YY | EV ,有 
-a b 


ED 


即 中 任 一 向 量 可 由 中 向 量 [ ， | ,| 。， | 线性 表 出 ,再 令 


0 1 ， 0 0 _) 

i el | 

必 有 后 ==0, 所 以 | 。 | ,| 。 | 线性 无 关 . 由 定义 它们 是 
的 一 个 基 , 月 dimV 二 2. 


(3) 令 和 = 二 (x)EV,， 则 和 /z= 0, 作 为 z 的 齐 次 线性 方程 组 ， 
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其 解 为 1Z11 一 Gil19722 一 0G229 TO 1 Gd22™ 


一 01， 1 于 是 
di! 《12 ai 
da a uu 
一 4 二 21 22 2 gj€ p 
ds U2 -O11 "rl,n-!l 
dil 
但 4 一 > jayBi .. 一 2 asB, 
i 六 } “ t 
-人 11- ”一 个 一 1 一 3 
] 0 | 
0 “ ， 
十 all 有 十 …… 十 as -1 一: 0 
0 1 
-1 -] 


一 mb + Da (Bs— BE,) 

即 V 中 任意 向 量 可 表 成 如 下 ww 一 1 个 向 量 的 线性 组 合 ， 
BD). BB (GG=1,2,.,n—1) 

又 可 证 这 民 一 1 个 向 量 线性 无 关 . 故 构 成 V 的 一 个 基 , 且 dimV 二 
| 

(4) 易 证 例 1(1) 中 线性 空间 的 一 个 基 是 (1,0) 与 (0,1), 故 构 
成 二 维 空间 . 

例 1(3) 的 线性 空间 Rt 中 任 一 不 等 于 1 的 正 实数 都 是 基 , 例 
如 取 5E R+ ,5b 关 1, 则 R81+ 中 任 一 正 实数 a, 可 经 45 线性 表 出 : 

aa 一 je = (log,) 。b 

又 设 k。b 二 0, 因 零 向 量 为 1, 故 有 《*， b= 一 上 =1. 于 是 =0, 即 6 
线性 无 关 , 所 以 5 是 和 + 的 一 个 基 ,R+ 是 一 维 线性 空间 

通过 以 上 各 例 可 见 , 在 求 向 量 空间 的 基 时 ,把 了 中 任意 癌 量 
表 成 了 中 某 有 限 个 向 量 的 线性 组 合 ( 即 找 出 地 的 生成 元 ) 是 很 关 
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键 的 ,应 子 以 重视 . 
例 4 (1) 证 明 以 下 两 向 量 组 是 空间 P? 的 两 个 基 
ol=(l,2,1),0= (2,3,3),0: = (3,7,1); 
P=(3,1,4),p:=(5,2,1),p= (1,1,-0). 
(2) 求 回 量 a 在 这 两 个 基 下 坐标 的 关系 . 
(1) 证 明 以 向 量 oozyos 及 pp 的 分 量 为 列 所 构成 的 
三 阶 行列 式 分 别 为 


1 2 3 3 5 1 
2 3 7| 二 1 关 0， 1 2 1|=4 关 0 
I1 3 1 4 1 -6 
故 品 其 组 os a ,03 RK 1 ps, ps 都 线性 无 关 , 从 而 都 是 产 的 
基 . 
(2) 解法 一 用 待定 法 直接 解 线性 方程 组 导出 坐标 变换 公 
式 . 
设 问 量 a 在 两 个 其 下 的 坐标 分 别 为 (xi,x;,x3) 及 (yi ,Ya ,ys)， 
名 


QO=T10 二 X02 二 Ta03— YP yb yaps 
所 以 ”Cw 十 27z 十 373，271 十 372 十 ?23， ZT1 十 37z 十 7x3) 
= (3y1 十 5992 十 ya 591 十 292 十 Y3， yi 十 2 一 by3) 
3 十 5y2 十 3 二 XY1 十 2722 十 373 
于 是 [tot 
dy 二 yz2— 6ys 二 7X1 十 372 十 3 
是 关于 yz,Y 的 线性 方程 组 ,其 系数 行列 式 


3 5 1 
D=|1 2 1|=4A0 
4 1 -6 


2o01 


# 1 一 1 3zi 十 19zz 十 一 


从 而 求 出 方程 组 的 唯一 解 :1 二 一 9z1 一 13z, 一 他 


y=7z1+ 10r+ Da, 


9 1 13 19 i181 Y1 
4 
: 03 

写成 矩阵 形式 为 “| |=|-9 -13 -部 | jz 
99 

sy 7 10 |) ls 


即 所 给 基 变 换 下 的 坐标 变换 公式 . 
解法 二 ”利用 坐标 变换 公式 . 
设 of 在 两 个 基 下 坐标 分 别 为 (X19 72 ,73) 及 Cy) 9 #2 »Y3). 


1 2 3 
。 (al 0 03) 一 (el £2923) 2 37 
| 1 3 1 
3 5 | 
《5 P 6 一 (etc)ll 2 1 
4 1 -6) 
其 中 C1 9 2 983 为 3 维 单 位 癌 量 . 
3 5 1]'{1l 2 2 
(al ,0 ,03) = (pi, Pp, Pp:) | 2 | 2 3 7 
4 1 -6 ] 3 1 
181 
13 : 19 | 
=(pBi,Bi,B) |-9 -13 
99 
7 10 可 
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即 求 出 了 基 pi, bs, Ps 到 基 QO Os 的 过 渡 征 阵 , 所 以 他 在 两 个 基 
下 坐标 有 如 下 关系 ， 


Yi . 1811121 
1i3 19 本 
03 
#y2 | 一 -9 -13 -3 1» 
99 
j 1 10 本 
例 5 (1) 证 明王 列 多 项 式 是 P5z].( 即 次 数 委 一 ! 的 多 项 式 
及 零 多 项 式 构 成 的 线性 空间 ) 的 基 ， 


天 (zz 一 (zz 一 和) (ra) (Id) (td,) 
i 二 1,2,… ,其 中 ,a2,… ,a, 是 数 域 P 中 个 互 不 相同 的 数 . 
(2) 在 (1 中 , 取 oaz，…as 为 全 体 z 次 单位 根 , 求 由 基 1,z， 
,21 到 基 ,2,…,f, 的 过 渡 和 矩阵 ， 
证 明 (1) 要 证 明 f,f,…,f, 是 4 维 空间 PCz), 的 一 个 基 , 只 
要 证 明 它 们 线性 无 关 就 行 了 . 假设 
bf (x) thf (zr) + 二 kf (7) = 0 z (3) 
令 z= 二 ,代入 (3) 式 ,由 qa1,az，,…,a, 互 不 相等 , 故 扩 《a1) 关 0, 但 ff 
(q1)= 二 "…= 二 (ql) 二 0, 从 而 有 
. kfilai)=0 
故 太 一 0. 同 理 可 证 可 二 有 二 … 一 k. 二 (0. 
从 而 知 f(z) (= 一 1 2 ,0) 是 PCxj, 的 一 个 基 . z 
(2) 由 题 意 二 Qi ,0 二 qa 一 0 ,其 中 O19 2 9 ,Os 为 全 体 
i 次 单位 根 ,由 
六 一 1 0) (rm) (rf 0,) 
=—(z—o)fi(rz) 1=1,2, 


of) 
IO IT 一 上 
由 此 可 得 , 基 ] ,zy ,2 一 1 到 基 于 2 ,了 的 过 渡 窍 阵 是 
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人 | 2 CO 一 2 一 之 
(1 Cs 0 
] ] 


$ 2 线性 子 空 间 


基本 概念 与 结论 


一 、 子 空间 及 其 判别 条 件 

1. 数 域 P 上 线性 空间 T 的 一 个 非 空 子 集合 下 称 为 了 的 一 个 
线性 子 空间 或 简称 子 空间 ) ,如 果 WW 对 于 的 两 种 运算 也 构成 线 
性 空间 . 

2. 设 oo，…o 是 线性 空间 了 中 一 组 向 量 ,这 组 向 量 所 有 的 
线性 组 合 让 十 kzQz 十 十 ba,(kEP,i 二 1,2,…,7?) 构 成 的 子 空间 ， 
称 为 由 a ,qz，,… ,a 生成 的 子 空 间 , 记 为 LOa,ar,** 0) oa 
a 称 为 它 的 一 组 生成 元 . 

3. 由 单个 零 向 量 组 成 的 子 集 是 线性 空间 的 子 空间 , 称 为 零 子 
”空间 .线性 空间 7 中 , 零 子 空间 和 线性 空间 本 身 称 为 了 的 平凡 子 
空间 ,其 它 线性 子 空间 称 为 非 平 凡 子 空间 . 

4. 若 线性 空间 了 的 非 空子 集 W 对 Tr 的 两 种 运算 封闭 , 则 WW 就 
是 『 的 一 个 子 空 间 . 

5. 两 个 向 量 组 生成 相同 子 空间 的 充 要 条 件 是 这 两 个 向 量 组 等 
价 . 

6. 设 下 是 数 域 P 上 维 线性 空间 7 的 一 个 m 维 子 罕 间 ,a， 
m,…,om 是 开 的 一 个 基 , 那 么 这 组 向 量 必 可 扩充 为 整个 空间 的 
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Ph hs | | Ye te | 


Wo de | 


一 mr 一 


基 . 即 了 中 必定 可 以 找到 7 一 m 个 向 量 oo+，… 使 得 a ,az,，…， 
QnyQm+1，"… ys0 是 VV 的 一 个 基 . 

7. 如 VV=Lla…,@,), 则 ww 的 极 大 无 关 组 为 地 的 基 , 特 
别 地 线性 空间 的 一 组 线性 无 关 生 成 元 构成 它 的 基 . 

二 、 子 空间 的 和 与 交 

1. 设 已、V 是 线性 空间 1 的 子 空间 ,所 谓 V 与 7 的 和 ,是 指 
子 集 {十 @z|a;ET;,i 二 1,2), 记 为 让 十 1. 

2. 如 果 让 ,VT 是 线性 空间 矿 的 子 空间 , 则 交 训 人 Fs 与 和 让 十 


yz 都 是 7 的 子 空间 . 


3.( 维 数 公式 ) 如 果 访 ,1T; 是 有 限 维 线性 空间 了 的 两 个 子 衬 
间 ,那么 dm( 1) 十 dim(1;) 二 dim (1) 十 V) 十 dim(V (VV,) 

4. 由 向 量 ai ,oz,… ,a, 生成 的 子 空间 LCa ;oo,… ,a ) 的 维 数 等 
于 回 量 组 CI1yCW2 9 9 的 秩 . 

三 、 子 空间 的 直 和 - 

1. 如 果 上 的 子 空间 中 ,Ty 的 和 让 十 Vz 中 每 个 品 量 a 的 分 解 式 
a 二 十 Q2(a ,mEV) 是 唯一 的 ,这 个 和 就 称 为 直 和 和 , 记 为 7 
FV,. 

2. 设 六 与 T: 是 线性 空间 的 子 空间 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(DT 十 Ts 二 W 是 直 和 ， 

(2) 等 式 a 十 gz 二 0Ca E11,azE1s) 只 有 在 a ,a 全 为 零 问 量 
时 才 成 立 , 即 零 回 量 分 解 式 唯 一 ; 

(3) 记 站 六 一 10); 

(4)dim(T,)+dim(V,)=dim(I). 

3. 线性 子 空间 的 直 和 可 以 推广 到 多 个 子 空间 的 情形 ， 

设 TT ,TD, 是 线性 空间 | 的 子 空 同 ， 如 果 和 和 1 十 上， 
十 .… 十 V 中 每 个 向 量 a 的 分 解 式 4 二 十 Gz 十 … 十 a.(a,E€lT;,i 二 1， 
2,…,s) 是 唯一 的 ,这 个 和 就 称 为 直 和 , 记 为 六 十 T2 十 … 十 1 

车 17,… ,1 是 线性 空间 二 的 子 空间 , 则 以 下 条 件 等 阶 . 

255 


CD) 下 = 之 及 是 直 和 ; 

(2) 零 阿 量 的 表示 法 唯一 ; 

(DVN SVs= (0); 

(Adim(W) = 2 dim(V,). 

四 、 线 性 空间 的 同 构 

1. 设 FV,V' 是 数 域 P 上 的 两 个 线性 空间 ,如 果 o 是 V 到 六 的 一 
个 双 射 ( 既 单 且 满 的 映射 , 见 第 八 章 8$ 1), 且 有 以 下 性 质 : 

(1)o(ait pb)=o(a)+o(p) 

(2)0 (ka) = ko (a) 
其 中 a、6 是 V 中 任意 癌 量 ,是 P 中 任意 数 , 则 称 o 为 VV 到 让 的 同 
构 映 射 . 癌 T 到 下 存 在 一 个 同 构 映射 0, 就 称 线性 空间 PF 与 是 同 
构 的 . 

2. 同 构 映射 具有 下 列 性 质 ， 

(1)0(0)=0,0(—0)=—o(a) 

(2) 同 构 映 射 保持 问 量 间 的 线性 关系 , 即 

0 (Rio 二 bs 二 十 KG) =ho(m) Tko(0 ) 十 十 大 CC ) 

(3)V 中 向 量 组 a ,as,… ,a, 线性 相关 的 充 要 条 件 是 它们 的 象 
0o(aq1),0《a2)，… ,0(@;) 线 性 相关 . 

(4) 如 果 是 地 的 一 个 子 空间 ,那么 户 在 c 下 的 象 集 

cr) 一 too)icE 三 ) 

是 olf) 的 子 空间 , 且 T 与 (7) 维 数 相同 . 

(5) 同 构 了 映射 的 逆 映 射 以 及 两 个 同 构 喘 射 的 乘积 还 是 同 构 喘 
射 . 

(6) 数 域 P 上 两 个 有 限 维 线性 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 维 
数 相同 . 
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应 用 举例 


一 、 子 空间 的 判定 、 维 数 和 基 

例 1 在 4 维 线性 空间 产 中 ,满足 下 列 各 条 件 的 全 体 向 量 
rz) 的 集合 路 能 否 构 成 P' 的 子 空间 ? 是 几 维 子 空间 ? 

(1)7 十 zz 十 … 十 z 一 0; 

(2)7172° 7, = 0; 

(3)7i+ 一 2 十 2 (0 一 1 2 ,7 一 2). 

解 (1)T7 构成 P' 的 子 空间 . 因为 零 向 量 0€ 本 ,所 以 TV 
天 名 . 又 右 0,hbEW1, 则 a 十 ,ka 各 分 量 的 和 也 等 于 零 , 即 a 十 8, fo 
EV 区 号 是 子 空间 . 由 于 = 一 2 一 一 X11) 故 C1y yx) 一 2 
(1 0 一 1) 十 … 十 2-1(0 1 一 1) 故 (1,0, ,一 1),…,(0， 
0,…,1, 一 1) 为 六 的 生成 元 ,又 这 组 生成 元 线性 无 关 , 故 为 了 的 
一 个 基 . 所 以 TT 是 * 一 1 维 子 空间 . 

(2) 当 ?一 1 时 , 记 是 零 子 空间 . 当 n>>1 时 ,TV 不 构成 子 空间 . 
例如 #4 二 2 时 ,(1,0),(0,1)EpP ,但 它们 的 和 (1,1) 世 万 . 

(3) 由 题 意 ,六 是 齐 次 线性 方程 组 

Ti 十 z 一 I 一 
Ts 十 Xs 一 2 一 0 
Zr- 十 Zr 一 加 一 
的 解 宝 间 , 显然 它 是 产 的 一 个 子 空 间 , 又 因为 它 的 系数 抢 阵 的 秩 
为 4 一 2, 所 以 V1 是 2 维 子 空间 . 

例 2 把 复数 域 看 作 有 理 数 域 上 的 一 个 线性 空间 , 试 证 任意 
数 域 恒 为 它 的 子 空间 . 者 把 复数 域 看 作 实数 域 上 的 线性 空间 ,试问 
有 理 数 域 是 否 为 子 空 间 ? 

证 明 因为 任意 数 域 (显然 P 夭 好) 都 是 复数 域 的 一 个 子 集 
合 . 又 Y a,5EP, 均 有 a 十 5EP, 又 由 于 有 理 数 域 为 最 小 数 域 ,因此 
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对 任意 有 理 数 , 必 有 《EP, 故 aE P. 所 以 把 复数 域 看 成 有 理 数 域 
上 的 线性 空间 时 ,任何 数 域 P 都 是 它 的 子 空间 . 

日 是 ,把 复数 域 看 成 实数 域 上 的 线性 空间 时 ,对 任意 实数 此， 
它 与 有 理 数 a 的 乘积 不 一 定 是 有 理 数 . 因而 有 理 数 域 不 是 它 的 子 
空间 . z 


例 3 设 C 为 复数 集 ,R 为 实数 集 
i 


w{ 册 "|e py | 0 这 里 zs 是 a 的 共 轿 复数 


他 21 U2 


(1) 按 通常 窍 阵 的 加 法 及 数 与 拢 阵 的 乘法 ,证 明 斑 作成 R 上 
的 线性 空间 , 试 求 了 的 一 个 基 ,并 确定 其 维 数 . 
(2) 证 明 歼 是 地 的 子 空间 , 求 出 开 的 一 个 基 , 并 确定 其 维 数 . 
证 明 (1) 因 为 C 上 二 阶 方 阵 全 体 按 通常 矩阵 加 法 及 数 乘 构 
成 中 上 的 一 个 线性 空间 W:(C) , 故 只 要 证 明了 是 M2(C) 的 一 个 子 
空间 . 
0 0 2 dl di2 by bl ， 
吕 状 | | 二 | 个 至 任 取 | | |e 1 
kz 七 RR, 吻 让 
dl! day bl bi? , 
nl" + |e! 
即 是 M2(C) 的 一 个 子 空间 ,因而 T 也 是 R 上 的 线性 空间 . 
又 V 及 |er, 有 | = | 


tl21 (22 ds] {22 Co21 Ai 
今 gg 二 qj 十 Di， a 二 4z 十 bi， azi 二 qs 十 bt 其 中 心 ， DER 8 一 
1,2,3 则 


a HH 
-一 位 Ud 
| 他 22 “1 0 -1 0 0 1 0 
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ECantan=0 


|。 | HH | | 
lo tool 0 


即 V 中 任 一 矩阵 可 由 V 中 上 述 六 个 矩阵 线性 表 出 ,因而 这 六 个 元 
素 为 了 的 一 组 生成 元 , 且 不 难 验证 它们 线性 无 关 , 故 这 六 个 矩阵 
是 了 的 一 个 基 ,dimy 一 06. 
(2) 与 (1) 类 似 的 方法 可 证 明 丈 是 节 的 一 个 子 空间 , 且 丈 中 任 
一 向 量 可 记 为 
的 | a bcdch 
-Cc 十 d -a-n 


于 是 
a < 十 史 1 0 i 0 
加 村 = 了 + | 
te otal; 
a J ere menaet 
线性 无 关 , 所 以 是 WW 的 一 个 基 , 从 而 dimW=4. 


f-1 -2 6 
例 4 设 4 二 |-1 0 3 
-1] -1 4 


日 =-( 人 ff(4) 一 ao4 十 ad 十 … 十 ai4 十 oa 人 GE 数 域 P} 证 明 : MM 
关于 通常 矩阵 的 加 法 与 数 乘 构成 P 上 的 线性 空间 ,并 求 M 的 维 
数 . z 

证 明 显然 0€EM, 故 是 数 域 P 上 三 阶 方 阵 所 成 线性 空间 
PX 的 一 个 非 空子 集 , 易 证 M 是 P*3 的 一 个 子 空间 ,从 而 久 是 P 
上 的 一 个 线性 空间 . 

另 一 方面 ,4 的 特征 多 项 式 为 (+ 一 1);,4 的 最 小 多 项 式 为 
(x 一 1)?, 任 取 f(z)€P[rz], 则 

Cf(7)=C0—1)g(r) + hth (Cb,bEP) 
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于 是 (4)==b14 十 bo8 ,可 见 4, 忆 是 型 的 生成 元 ， 

M=L(E,A) 
并 且 4,E 线性 无 关 , 所 以 ,4 为 线性 空间 1 的 一 个 基 , 从 而 dimM 
= 2., 

例 5 已 知 Q(/ 2 一 由 是 有 理 数 域 9 添 加 /2 一 i 所 得 的 数 
域 ( 即 包含 @ 与 V2 一 ; 的 最 小 数 域 ) , 试 求 @( 2 一 小 作为 8 上 
线性 空间 的 维 数 及 一 个 基 . 

解 V2 一 iE€EQ(V 2C—) 


(ME) = Eo(Y 太一 


从 而 推 知 v2,i€EQ(V 2 一 / 
分 玫 一 (al。1 十 ao。、/ 2 十 es 十 ai V2ilaEoO,k=1,2,3,4) 
不 难 证 明 ,W 是 一 个 包含 8 和、 2 一 i 的 数 域 , 且 为 09 上 的 线性 空 
闻 , 即 开 二 CC 2 一 i). 

又 因为 2 ,i€EQCVA2 一 站 ,所 以 下 COCV2 一 2) 
因此 QV 2 —i)=W 

由 于 1,V2 ,i,MV2i 是 环 的 一 组 生成 元 ,并 且 它 们 在 理 数 域 
上 线性 无 关 , 因 此 是 数 域 CQ 上 线性 空间 8(M 2 一 让 的 一 个 基 , 且 
dimQ( VV 2 —i)=4. 

例 6 设 o,02,…,a, 是 数 域 P 上 2 维 线性 宇 间 的 一 个 基 ,4 
是 PP 上 nxs 算 阵 , 晶 (B61,bps…,B)== 《ayG2,… ,0,)A4, 证 明 : 子 空 
本 过 (6 ,ps,… ,pp,) 的 维 数 二 秩 4. 

证 法 一 “为 了 证 明 绪论 成 立 , 只 须 决 定 如 ,…,p. 的 极 大 无 关 


组 中 辐 量 个 数 等 于 秩 4. 
O11 Or | 
今 4 一 好 21 Csr C2 
(tn) (sr | 
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且 秩 4=”，, 则 > 委 min(z,s), 不 失 一 般 性 ,可 设 4 的 前 7? 列 是 4 的 列 
问 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ,由 已 知 条 件 可 得 : 

局 一 atio ard 二 avu (t= 1 ,2,°* ,8) (4) 
下 证 Bi ,Bs,…,p, 是 Bi ,Pi，… ,的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 

先 设 “hi 十 kzBz 十 … 十 hp 二 0 


由 (4) 得 2 (oa 十 qiakz 十 … 十 qxrk,)a; 二 0 


因为 a ,as,… ,a 线性 无 天 ,所 以 
6 十 Go 十 十 ai 一 0 
do 十 ao 十。 十 ao 一 0 
0 十 ao 十 十 Go 一 人 0 
该 方程 组 系数 矩阵 的 秩 为 7, 故 只 有 和 零 解 和 二 二 … 二 记 二 0， 
因此 pi, bz,'** ,Pr 线性 无 关 . 
其 次 ， 用 类 似 方法 可 证 任意 深 加 一 个 向 量 pr<9 魏 s) 后 ,让 ， 
…,hB ,线性 相关 . 
散 6 ,pp6. 是 pp 的 极 大 线性 无 关 组 ,从 而 命题 得 
证 法 二 利用 同 构 映 射 性 质证 明 . 
由 题 设 (pi,pa,*…,p,) 二 (a, 02, ,0 )A 
且 oo 是 za 维 空间 F7 的 一 个 基 . 故 h(i=1,2,…,s) 在 基 
qayaz，… ,0, 下 的 坐标 就 是 4 的 第 i; 列 , 记 为 X;, 但 在 取 定 基 下 ,让 
每 个 向 量 对 应 于 其 坐标 的 映射 为 VY 到 Pr 采 同 构 映射 ， 且 在 这 个 
同 构 映射 下 ,有 
o(pbi)= X; (i= 1 ,2,."*,8) 
由 同 构 映射 保持 线性 关系 的 性 质 , 易 证 癌 量 组 的 秩 经 同 构 映射 保 
桂 不 变 , 于 是 Xi ,X，,…,X 的 秩 等 于 1 ,pp ，… ,PB. 的 秩 ,有 即 dim 
L(P, ph, ,pb,)= 秩 4. 
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例 7 设 户 ,Y: 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 两 个 非 平 几 子 空间 ， 
证 了 明 : 

(1) 若 a€EV,,BEV,BEV,, 则 对 任意 *EP, 都 有 ph 十 ta EV; 

(2) 若 aEVi,BET, 则 最 多 有 一 个 tk€EP 使 6 十 ioE Vi; 

(3) 设 三 ,7 ，P 是 线性 空间 了 的 s 个 非 平凡 的 子 空间 , 则 
V 中 至 少 有 一 个 向 量 不 属于 六 ,FF 天 中 任何 一 个 . 

证 明 〈1) 因 为 Er 所 以 ieEP, 如 果 B 十 taEVs, 那 么 p= 
(6 二 io) 一 加 E 产 .矛盾 . 故 6 十 ieEr， 

(2) 如 果 8 十 ja,6 十 teaEP ,那么 (Bb 十 ha) 一 《pb 十 kza) EV,, 即 
(有 一 k2)aEVi, 若 名 一 了 关 0 则 有 a€ 训 .这 与 假设 矛盾 . 故 加 = 二， 
也 就 是 说 最 多 有 一 个 *EP 使 8 二 iokE Vi 

(3) 对 s 作 数 学 归纳 法 . 

当 s=2 时 ,因为 Vi 是非 平凡 子 空间 , 故 存在 2E 玉 .如果 a€ 
V2, 则 a 就 是 所 求 的 向 量 . 如 果 aEVs, 又 因 Vi 是 非 平 几 子 空间 , 故 
存在 BEVz. 如 果 BEVi, 则 8 就 是 所 求 的 向 量 . 如 果 BEV1, 此 时 a 
二 BEVi,a 二 BEVs,a 十 6 就 是 所 求 的 向 量 . 

假设 s 二 m 时 ,结论 成 立 . 令 ViVi,… Vat 是 VV 的 非 平凡 的 子 
空间 . 由 归纳 假设 ,有 oEP, 但 aoE 广 (一 1 2 由) 如 未 mE 
V+1 则 os 就 是 所 求 的 向 量 . 如 果 El 则 存在 m2 EVn+1, 由 (1) 
知 对 任意 *€ P, 都 有 wmw 十 io Era+i. 而 a EV,(j=1,2, ;MM) ,六 
由 (2) 知 对 每 个 V;, 至 多 有 一 个 EP, 使 gz 十 kjm EVj. 同 此 , 除 衣 ， 
jz yj 外 ,YEEP, 都 有 o 十 ioE 万 G 一 1 ,m). 男 外 oz 十 ko 
Voi 故 om 十 hoa 就 是 所 求 的 向 量 . 由 数学 归纳 法 原理 , 故 命题 得 
证 . / 
二 、 两 个 子 空间 的 交 与 和 的 维 数 
例 8 已 类 = 人, 一 1 2,1)， 2 一 (0 1 0,2) 

pi 一 (1,0, 1 3) 62 一 (2 一 3，1 ,一 6) 
求 由 向 量 wo 生成 的 P' 的 子 空间 二 L(ai,02) 与 向 量 5 ,pp 生 
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成 的 子 空间 VY。 二 L(p1 ,pi) 的 交 与 和 空间 的 维 数 和 一 个 基 . 

分 析 因为 站 十 V2 二 LCam yez,Pi, 民 ), 求 出 a ,az,Pi,P: 的 极 
大 无 关 组 ,就 是 V1 十 V; 的 一 个 基 , 再 由 和 与 交 的 维 数 公 式 , 求 出 本 
[VvV; 的 维 数 , 并 由 交 空间 定义 求 它 的 一 个 基 . 本 题 也 可 先 求 Vj 站 
V2 的 维 数 与 基 ,再 求 广 十 户 的 维 数 与 基 . 

解法 一 “Vi 十 V= 二 LL(a ,a pp ) 
对 以 wa ,pp 为 列 的 年 阵 施行 行 的 初等 变换 


3 0 1 2 0 0 0 0 
-1 110 -3| 11 0 -3 
4 一 一 一 一 .BB 
2 0 1 1 0 0 -1] 1 
] 2 3 -6 0 1 1 -3 


秩 4 一 秩 8 二 3, .V1 十 V; 的 维 数 是 3, 目 a ,0z,p, 为 极 大 线性 无 关 
组 , 故 它们 是 让 十 V; 的 一 个 基 . 
又 由 oos 线性 无 关 知 ,的 维 数 是 2, 同 理 ,V; 的 维 数 也 是 
2 ,由 维 数 公式 知 VV NV 的 维 数 是 (2 十 2) 一 3=1. 
从 窍 阵 B 易 知 户 十 忆 ==ai 一 2@2, 故 用 十 b= 二 (3, 一 3,2, 一 3) 是 
V1,Vs 公有 的 非 零 向 量 ,所 以 它 是 交 空 间 记 站 的 一 个 基 . 
解法 二 令 yEV1NV;, 则 y=Ki@i 十 hz@s 二 bi 十 tp2. 
即 ko km —tiBi—t p= 0 
3ki—ti—2ts=0 
一 ki 十 ks 二 3t, 二 0 
2k1—ti—ts=0 
ki 十 2k 一 3 十 6ts 二 0 
ki ,ky ,ti ,tz 是 方程 组 (5) 的 解 . 
令 yh—> (kk ,t1 ,tz) z 
可 以 验证 这 个 对 应 是 交 空 间 V,fNV, 与 (5) 的 解 空间 的 一 个 同 构 对 
应 . 
解 方程 组 (5) , 求 得 基础 解 系 为 (1, 一 2,1,1). 因 此 , 广 自 户 的 
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维 数 是 1,? 一 w 一 2o=(3, 一 3,2, 一 3) 是 它 的 一 个 基 . 又 由 维 数 公 
式 可 求 出 十 V, 的 维 数 是 3, 再 由 wa:, 记 线性 无 关 , 它 们 是 和 空 
间 VV 的 一 个 基 . 

注意 用 此 法 求 交 空间 的 基 时 ,Vi(i 二 1,2) 的 生成 元 必须 是 线 
性 无 关 的 . | 

例 9 设 信 及 Fi 是 4n 维 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ,上 且 dim (有 
十 FP,) = 二 dim (Vj 站 V0) 十 1 求证 三 EV 或 FEW. 

证 法 一 设 dim 玉 一 wa 人 (一 1,2),dimn( 记 站 户 ) 一 >- 因此 dim (7 
十 V;) 二 +? 十 1. 于 是 得 

7 之 ?7 十] G3 二 1,2) 

(1) 当 及 二 ns 二 7? 时 ， 
由 于 Vi {VT (FC,, HH dim fr) =dimrG= 1,2), 
故 1 =VF,=V 门 V, 结论 成 立 ; 

(2) 当 n= 二 ns 二 ?十 1 针 ， 

由 于 EV 十 VoypVEW 二 Vi, 有 自 dimV;==dim (Vi 十 1 ) 二 7 十 1 
(一 1,2) , 故 太一 六 一 站 十 二 3 结论 成 也; 

(3) 当 和 二 7 ,ww 二 7 十 1 时 ; 则 六 = 二 石门 VC; 

当 二 7 二 ?十 1 时 , 则 Vs 二 也门 FCT. 
综 上 所 述 , 总 有 广 EP 或 户 握 户 成 江 . 

证 法 二 用 基 扩 充 的 方法 证 明 . 

当 广 自 天 = 人 (10) 时 ,由 dim( 六 十 Fz) 一 1 易 知 结论 显然 真 . 

当 dim (站 F) 二 ?7 守 0 时 , 设 访 门 1 的 基 为 oj ,Qs,… ,0o,, 将 筷 
分 别 扩 充 为 广 ,P 的 基 , 则 的 基 是 

01y02， Gr Piss pr 

V， 的 基 是 G1 O29 °° Or 9 p19 ys, 
其 中 中 是 广 的 维 数 ,ns 为 Vi 的 维 数 . 

由 维 数 公 式 的 证 明知 ,让 十 ;的 基 是 om… a,Bi…* ,Pn， 
-又 由 假设 。 维 ( 太 十 fF,) 二 维 (V 十 1) 十 1=? 十 1. 所 以 
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广 十 户 的 基 中 除 oow% 外 , 仅 还 有 一 个 回 量 ,如 果 这 个 回 量 为 
Bb;, 则 大 一 天 (al ya 0 一 天 (CQ ;G9 B;) 昌 ] 见 V，。 CV. 

同样 ,如 果 这 个 回 量 是 y, 则 可 推 知 V 尼 TV，. 

三 、 子 空间 的 直 和 

例 10 设 4 是 xz 除非 退化 矩阵 ,任意 将 4 分 为 两 个 子 块 4= 


人 | ,证 明寺 维 线性 空间 P" 是 齐 次 线性 方程 组 4X 一 0 与 4X 一 0 
各 目的 解 子 空间 7 与 户 的 下 和 ， 

证 明 因为 4 是 非 退 化 的 ,所 以 齐 次 线性 方程 组 4X=0 的 解 
空间 V 只 含有 零 癌 量 , 设 齐 次 线性 方程 组 41 兴 一 0 与 A;X=0 的 解 
于 空间 分 别 为 六 和 Vs, 则 有 T= 让 Fs. 

事实 上 ,由 了 一 (0 有 TSEP Ts, 肥 之 ,;, 令 <E 户 位 , 则 hla== 
0 且 Aza 二 0, 于 是 有 


即 4 一 0, 从 而 aE 所 以 1 由 Fs 一 [一 0)， 

再 证 P= 让 十 TV. 

设 4 的 秩 为 >*, 因 为 4 是 非 退 化 的 ,所 以 hz 的 秩 为 a 一 +, 且 7 
与 4 一 7? 均 之 1, 因 而 让 与 户 的 维 数 分 别 是 ?一 " 与 "在 户 与 户 中 
各 取 一 个 基 se aa- 与 太 1， 现 证 明 7 个 问 量 
29 线性 无 关 . 为 此 设 

有 ae 十 je 十 … 十 已 -2 十 二 力士 41 十 … 十 4 入 一 0 
令 gg 二 el 十 kzez 十 十 如 _ses-:y 则 aE€Vi. 

p= 一 上 一 4 一 一 一 4%， 则 ppEYV,. 
是 a=p, 由 于 六 和 们 Vi= (0) ,所 以 ao 一 5 一 0. 
= 二 0 
因此 sy, a, ;加 ，… ,加 线性 无 关 , 从 而 是 空间 户 的 一 个 基 . 
VaEP 有 
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0 一 met 2 bm EC 六 十 六 
所 以 P= 二 Vi 十 V; 且 这 个 和 是 直 和 . 
例 11 设 V 是 数 域 P 上 线性 空间 ,Vi,V;,…,V,(s 之 4) 是 VV 的 
子 空 间 , 且 满足 
VN VHD={0) GAj,h) 
间 和 Vi 十 Vz 十 … 十 V, 是 否 一 定 是 直 和 ? 
解 ”不 一 定 .例如 ,R 为 实数 域 ,V={(al,az,as)|aER), 今 
Vi =L(C((1,0,0)),V= LL((0,1,0)),V=L((0,0,1)), 
互 二 L(( 一 1, 一 1, 一 1)). 易 证 
Vf (C+) = (0)} (2 关 7,£) 
但 (〈1,0,0) 二 (0,1,0) 十 (0,0,1) 十 (一 1 一 1 一 1) 一 (0,0,0) 可 
见 零 向 量 分 解 式 不 唯一 . 所 以 所 十 户 十 所 十 六 不 是 直 和 . 
四 、 线 性 空间 的 同 构 


例 12 设 4= 1 “| ,证 明 ,由 实数 域 上 矩阵 4 的 全 体 实 
系数 多 项 式 f(4) 组 成 的 空间 r- 人 ONM=|， |) 与 复数 域 
c 作为 实数 域 R 上 的 线性 空间 刻 二 {a 十 ja,5E R} 同 构 

证 法 一 利用 空间 的 维 数 相等 必 同 构 ， 

容易 计算 4 的 特征 多 项 式 |48 一 4| 一 六 十 1. 对 任意 实 系数 多 
项 式 f(%), 有 fC4)= 二 ( 驮 十 1)q(z) 十 (4 十 5) ,a,5E RB. 则 f(4)= 
C4? 十 Bq(4) 十 (ah 十 bE). 但 4 十 BE 二 0 所 以 (4) 二 ah 十 bB, 可 见 ， 
4,8 是 V 的 生成 元 , 易 证 它们 线性 无 关 . 所 以 A, 是 V 的 一 个 基 . 
dimV = 2. 

另 一 方面 , 易 证 VV 的 一 个 基 是 1,i, 且 dimV' 一 2. 由 V1,V 维 数 
相等 ,所 以 它们 同 构 . 

证 法 二 “利用 同 构 映射 

V 中 任 一 多 项 式 可 记 为 (4)==a8 十 bA(a,bE R). 建 立 V 到 TV 
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的 如 下 映射 . 
oso = hi rfi(A)=aB+hA (CabeR) 
易 证 o 是 W' 到 VV 上 的 一 一 映射 . 
天 设 6@; 二 as 十 by1， a bs ER, KkER 
则 有 ol 二 6)==o (Gq 十 qs) 十 (十 582)i) 二 (qi 十 as) 百 十 
(bi 二 bs)A=o(ai1) 二 oo(0;), 
ov (ka) =0(kad Wi) = ka E+ A= ko (0 ), 
故 o 是 六 到 Tr 的 同 构 映射 ,所 以 了 与 六 同 构 . 
例 13 设 V 为 数 域 P 上 全 体 n 十 1 阶 对 称 方 阵 所 构成 的 线性 
宇 间 ， 而 V, 是 P 上 三 个 变量 的 全 体 次 齐 式 所 构成 的 线性 空间 ， 
证 明了 与 V; 同 构 . 
证 明 证 VV 与 VT 的 维 数 相等 . 
A p(t (#7) 
E,; (1= 7) 
则 这 个 给 阵 构成 的 一 个 基 ，dimp 
_ CO 十 DC 二 +2) 
2 


1<1, jn 十 1 


男 一 方面 ,任意 一 个 关于 三 个 变量 T1997T29T3 的 只 次 齐 式 f(x, 
42 ,7X3) 均 可 表示 为 


四 Ss i ; 
f (x1,7X2 ,73) 一 Cd kk tl ld2 2Y3 3 
十 to 十 上 一 


所 以 T1172 7330< 和 02 一 1,2,3 昌 及 十 忆 士 和 一 人 构成 2 的 

一 个 基 , 基 回 量 的 个 数 等 于 从 3 个 元 素 x1,z; ,zs 中 每 次 取出 2 个 元 

素 的 可 重复 组 合 数 
Cat+3—1 二 Cs+2 = 


由 让 ,T's 维 数 相同 ,因而 它们 同 构 . 


(nn 十 2)(n 十 1) 
2 
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$33 欧 氏 空间 


基本 概念 与 结论 


一 、 内 积 与 欧 氏 空间 

1. 设 了 是 实数 域 上 的 线性 空间 ,在 中 上 定义 一 个 二 元 实 本 
数 , 称 为 内 积 , 记 为 (c,5), 它 具有 以 下 性 质 : 

(1) (a8)= (Bp,a); 

(2) (Ka, BP)=E(a,B), (atpB,y)= (a,y) 4p,y); 

(3)(a,a) 宇 0, 当 有 目 仅 当 a=0 时 , (a,a)==0. 
这 里 a,6,y 是 中 的 任意 向 量 ,t 是 任意 实数 . 这 终 的 线性 空间 V 
称 为 欧 几 里 得 空间 ,简称 欧 氏 空间 . 

2. 设 T 是 数 域 P 上 线性 空间 ,如 果 T 中 任意 两 个 向 量 a,8 者 
按 某 一 法 则 对 应 于 P 内 唯一 确定 的 数 , 记 为 1(a,8), 且 

CDV RREP, a ,BET 
有 flkiazst kt B)=Ef (obB)+hksf (a,,p) 

(2)V listo EPP, apiy bs Et 
有 fla,slifPitlp2s = f(a, Bi)isf (a, ps) 
则 称 f(a,8) 是 1 上 一 个 双 线 性 函数 . 

3. 内 积 是 双 线性 函数 | 

4. 设 让 是 nn 维 欧 氏 空间 ,ez we 为 了 的 一 个 基 ,o， 
PET, 硅 

C= 二 XI 十 fT2E2 十 下 "十 YE， 
B=net ye Yue. 


出 (a, A)= > De 2; ) iy 


5. A a (ee) (1,j=1,2,*",n) 
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称 4= (qi).x, 为 基 ei ,es,…,e, 的 度量 矩阵. 

6. 设 sea 为 2 维 欧 氏 空间 了 的 一 个 基 ,4 是 基 aez， 
…,a 的 度量 矩阵 , 则 VY a,hEV, 有 

(ay 58) 一 X' 4 

其 中 X==(z1,72,… ,24)' 为 a 在 基 6a,… ,se 下 的 坐标 列 ,Y == (yi yyz， 
9) 的 在 基 6d,…,s 下 的 坐标 列 . 

7. 度量 矩阵 必 为 正定 矩阵 , 且 不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 . 
(证 明 见 例 5) 

二 、 长 度 及 夹 角 

1. 设 了 为 欧 氏 空间 ,acEP, 称 非 负 实数 / (co) 为 向 量 “ 的 长 
度 , 记 为 |a|. | 

2. 当 a 关 0 时 ,用 a 的 长 度 |a| 的 倒数 乘 4 得 到 单位 向 量 T5[ 的 
过 程 叫 做 把 “单位 化 . 

3. 欧 氏 空间 中 有 下 述 重 要 不 等 式 ， 

(1)Cauchy-ByrHaxkoBcKW 不 等 式 

对 任意 向 量 ,85, 有 

| (Ca,B)| 志 lal181 (或 (a,8)? 志 (a,a) (8,B)) 当 且 仅 当 a,p 
线性 相关 时 ,等 号 成 立 . 

(2) 三 角 不 等 式 . 

对 任意 癌 量 xy 6, 有 


ca 十 有 | 委 |c| 十 16 
当 (a,8)=0 时 ,有 1a 十 Bl]: 二 1al? 十 181*. 称 为 欧 氏 空间 中 的 勾 股 
定理 . 它 可 以 推广 到 多 个 向 量 的 情形 / 
4. 当 wp 为 非 零 向 量 时 , 称 eos 下 各 [8 为 a,p 的 夹 角 , 记 为 
(a,B). 0 (a, 5) 入 7 
三 、 标 准 正 交 基 及 性 质 
“11. 在 欧 氏 空间 中 ,如 果 (a,8) 一 0, 那 么 称 a 与 8 正 交 或 互相 
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牌 直 . 

2.V 中 一 组 非 专 向 量 如 果 两 两 正 交 , 则 称 为 正 交 向 量 组 ,单个 
非 零 向 量 所 成 回 量 组 也 称 为 正 交 的 . 正 交 回 量 组 必定 线性 无 关 . 

3.2 维 欧 氏 空 间 中 ,由 个 向 量 组 成 的 正 交 向 量 组 称 为 正 交 
基 ; 由 单位 同 量 组 成 的 正 交 基 称 为 标准 正 交 其 . 

4. 天 于 标准 正 交 基 , 有 下 述 重 要 结论: 

(1)2 维 欧 氏 空间 的 标准 正 交 基 恕 是 仓 在 的 ,但 它 并 不 唯一 . 

《2) 一 个 标准 正 交 基 到 另 一 个 标准 正 交 基 的 过 滤 和 矩阵 4 一 定 
是 正 交 和 矩阵 ,反之 ,如 果 第 一 个 基 是 标准 正 交 的 ,同时 过 滤 和 矩阵 是 
正 交 和 矩阵 ,那么 第 二 个 基 也 是 标准 正 交 的 . 
z (3)2 维 欧 氏 空间 中 一 个 基 为 标准 正 交 基 的 充 要 条 件 是 它 的 
度量 矩阵 为 单位 和 矩阵. 

(4) 在 标准 正 交 基 下 , 任 一 向 量 a 的 坐标 都 可 以 通过 内 积 表示 
为 

QO—= (08 二 (e200)82 二 十 (8 0) 2 

它 的 逆 人 答题 也 成 立 . 

《5) 设 aa，…& 是 2 维 欧 氏 空 间 节 的 一 个 标准 正 交 基 ,c,6 
EV , 知 

w 一 2161 十 zz8z 十 十 Ze 
b=yet ye ye 
则 《ay 有) 一 2 十 Z2g2 十 … 十 Ze 
5. 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 方法 ”对 于 维 欧 氏 空间 中 任意 线 
性 无 关 的 癌 量 组 CI1y，C2 "°° ,Or 都 可 求 出 单位 正 交 问 量 组 N129""* 
使 LCayaz 0) =L Onn ) =1 2 
求 HN»)2 9 °°" > 的 方法 是 ， 
先 把 a ,az,… ,a, 正 交 化 ， 
太一 ai 


今 
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Tm 
[ 


外 in mb) 


Tt Yh EE 


《oz yp ) 


/2 一 wz2 一 


《5 6 
__ 《as ， PB1) 《asy p2) 
Po BB Ch, BF 
(ap 《ay pb2) 加 《ory Bi_1) 
Pro (ph ,BF C5 pl CB is Bet! 
再 把 pisb2, "br 单位 化 ,即今 7; 二 (t=1],2,.. ,7). 


中 
如 果 wm ,wm,…,o 是 了 的 一 个 基 , 用 施 密 特 正 交 化 方法 就 可 得 到 了 
的 一 个 标准 正 交 基 . 
四 、 格 拉 姆 (Gram) 和 矩阵 
1.2 维 欧 氏 空 间 中 任意 (xn) 个 向 量 a ,az,… ,a 的 内 积 所 
组 成 的 矩阵 
(al ai) (ayaz) … 【〔〈(alyar) 


(02, 01) (az y 02) 《02 0) 
A(a 9 02 9 0) 一 


(as on) (G902) … (QQ) 

称 为 £ 个 向 量 oo ,oa 的 格拉 姆 矩阵 ,对 应 的 行列 式 Gla, 02， 
0 一 | 4(oyo , Oi) | 称 为 回 量 组 oo 的 属 拉 姆 行列 
式 ,其 中 (coi) 是 wso 的 内 积 . 

当 向 量 组 a1,az,… ,a 为 上 维 欧 氏 空间 的 一 个 基 时 , 它 对 应 的 
格拉 姆 矩阵 就 是 基 wo ，…,o% 的 度量 算 阵 . 

2. 关于 格拉 姆 矩阵 及 行列 式 , 有 如 下 结论 : 

(1) 设 wx 一 (ea as) 是 2 维 问 量 ， 


dl Ci2 “” ”人 ln 
C21 Uz22 “QT2n 


则 | CCoi ya or ) 一 
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(2)n 维 欧 氏 空 间 中 任意 k(kn) 个 问 量 CI19 29 所 组 成 的 
格拉 姆 行列 式 不 等 于 零 的 充 要 条 件 是 CC2 oO 线性 无 关 ; 并 当 
QQ" 线性 无 关 时 ,GCai,az ae) 全 0. 


应 用 举 候 | 


一 、 内 积 与 欧 氏 空间 的 判定 

例 ] 欧 氏 衬 间 了 中 辐 量 z',y 的 内 积 记 为 (zy 让 是 的 
线性 变换 (定义 见 第 八 章 8 1). 若 规定 二 元 函数 f(z,y) 二 (0(z) ,0 
(y)), 问 这 样 规定 的 二 元 函数 是 否 满足 内 积 的 条 件 ? 

解 设 a,B,y 是 V 中 任意 疝 量 ,* 是 任意 实数 , 则 

fla,b)= (ol(a),0(p))—= (0(p) Go)) 一 了 (Da) 

flka, Bb)= oka) 0B))=r(o(a) 0p)) = (a,p) 

flat+pb,y)= (oo(ai+p),o(y))= (0o(a) 07))+ (0o(B) ,ol(y)) 
=f(a,y)+f(p,y) 

flasa)= (oo(a) ,0o(0))>0 
{80 不 是 单身 时 ,存在 aEYVY 且 a 关 0, 使 s(a)==0, 这 时 f(a,a)= 
(ola),o(Q))= 二 0, 因 而 o 不 是 单 射 时 ,所 定义 的 二 元 函数 不 满足 内 
积 条 件 . 

当 o 为 单 射 时 ,f(a,a)= 二 0 仅 当 a=0 成 立 , 它 所 定义 的 二 元 
函数 满足 内 积 的 全 部 条 件 . 

例 2 RF*" 为 实 % 阶 方 阵 全 体 所 成 的 实 线性 宇 间 ,定义 ”上 
的 二 元 肾 数 (4,B). 

(A,B)=Tr(AB’) 

(CD 证 明 (4,B) 满 足 内 积 的 条 件 , 因 此 r* 在 此 定义 下 成 一 欧 
氏 衬 间 ; 

(2) 求 这 个 欧 氏 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 

(1) 证 明 VY 4,BER"*",k€ER 有 

(A,B)=Tr(A4B')=Tr (4B )’ |=Tr(BA')=(B,4) 
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(kA,B)=Tr(kAB’ 7) 一 TYC4B 一 5C4 DB) 
(4 二 B,C) 二 Tr[ C4 十 B)C']=Tr(4C' 十 BC') 
=Tr(AC’ )+ Tr(BC’)= (A,C)+(B,C) 
其 次 ' 令 4A==《g;), 则 


(4 和 一 Tr(44) 一 之 放 虽 之 0, 且 仅 当 4 一 0 时 ,2 和 
0, 即 (4,4) 一 0. 
所 以 (4,B) 满 足 内 积 条 件 , 从 而 R™ 在 此 定义 下 是 一 欧 氏 空 


则 . 
(2) 解 ”由 于 / 
| 0 jj 
bE,, bb,, = 
Eb, 了 一 大 
1 (= 二),k=? 


bj Fr 二 J bh,; °° Ei) = 
所 以 ( )=Tr( ) (, jj 或 
可 见 2 个 非 零 窍 阵 BCi,j 二 1,2,…,#) 是 Rr** 的 一 个 标准 正 交 组 ， 


因而 是 ww 维 欧 氏 空间 户 “ 的 一 个 标准 正 交 基 . 
例 3 判断 下 列 线性 空间 对 规定 的 内 积 是 否 构 成 欧 氏 空间 : 
(1)R? 是 由 实数 域 上 全 体 二 维 向 量 所 构成 的 线性 空间 ,对 下 
中 任意 向 量 sc 一 (aa ,p= 二 (01,b;) ,规定 
(a,p) = (a a )b + ad; 
(2) 设 六 为 普通 平面 上 原点 出 发 引出 的 全 体 癌 量 所 构成 的 二 
维 线性 至 间 ,规定 


0 ( 当 a,h 中 有 零 向 量 , 或 夹 角 (w, 有 一 本 ) 
(ao, 6)=4 lallpl ( 当 0<(a,p)< 万 ) 
—|allp| ( 当 也 <<(a,8) 7) 


(3) 设 RR’ 为 二 维 实 问 量 空间 ,4= (ai, a2) , 琅 一 (bi,b2) EE 让 , 规 
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定 (ay 人) 一 (Ce 十 Ga) CO 十 22z) 
解 (1) 它 满足 内 积 条 件 (2),(3) ,但 不 满足 (1) ,例如 , 取 a= 
(1,0)， 5 一 人 (11) 


则 (ep) 一 (1 十 0) 。1 十 0 一 1, (po 一 (IT1)。1 十 0 一 2 
员 (op 天 (Ca 
(2) 它 满足 内 积 条 件 (1),(3) ,但 不 满足 (2). 例 如 , 取 a,8,y 都 


不 是 零 向 量 , 且 |2| 关 181,a 十 8 与 7 的 夹 角 为 ,a 与 7 夹 角 小 于 
二 , 则 8 与 7 的 夹 角 必 大 于 地, 从 而 有 
(Cat+pB,y)=0,C0,7)= |allyl, Cp,7)=— 1p|1y| 


这 时 (a,y)+ (By)= (a) 1p|)|ly|0 
ll (a+ py CG y+ Pp, y) 


(3) 它 满足 内 积 条 件 (1), (2), 但 不 满足 (3), 例 如 , 取 a= 

(1,-1), 则 
(aoa) 一 0, 但 a 关 0 

由 于 例 中 各 线性 空间 定义 的 二 元 函数 并 不 都 合 于 内 积 条 件 ， 
所 以 对 规定 的 内 积 和 都 不 构成 欧 氏 衬 间 . 

例 4 设 = 是 欧 氏 空间 了 的 一 个 非 零 同 量 , oo，…mEP， 
满足 以 下 条 件 : 

(DD) (0g,0)>0，、 i=1,2,.n; 

(2)J(oioi) 和 0， 一 1 2 日 ?天 小 
证 明 :a ya，…，o 线性 无 关 . 

证 明 只 须 证 当 太 oa 十 …… 十 bo 一 0 时 ,全 为 0. 为 此 先 将 ai， 
02，,"… ,0 适当 编号 ,使 

jj skh) (rEn) 


7 
令 p= 2 k= — 2 ho 
上 之 1 一 十 ] 
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则 (8,pB) 一 (Oka — 2 ha) 一 一 之 kha, 0) SO 
又 由 内 积 性 质 (6,8) 宇 0 


Dka,=0, Dkio,=0 
1 一 ] 了 一 ?十 上 


于 是 (hais a) = ohana) =0 (6) 
(Da a) = ko,0) =0 (7) 
=r 十 1 j=r 二 1 


由 题 设 条 件 , 1 人 i7,7? 十 1 亿 j 信 ne 时 , (Qs0) 之 0,k; (ai, a0) 
忒 0 故人 从 (6),(7) 敌 ,ki(@,0) 二 0,k(aj,Qa) 二 0, 从 而 有 = 二 0,G 
=1,2,. 7， j=7 十 1 ,nn). 
a Q1 02," 0 线性 无 关 . 

二 、 标 准 正 交 基 

例 5 证 明 :(1) 欧 氏 空 间 『 中 不 同 基 的 上 度量 矩阵 是 合同 的 ; 
(2) 利 用 上 述 结 果 证 明 : 非 零 有 限 维 欧 氏 空间 都 有 标准 正 交 基 . 

证 明 (1) 证 法 一 

设 由 基 ICQ29 9 On 到 基 说 pp 的 过 渡 窍 阵 为 C= (ci;), 
C 为 非 退 化 的 , 且 两 个 基 的 度量 矩阵 分 别 为 4= (ai),B= (4;) ,其 
中 aj= (6, 60) ,b,= (p,,p,). 
因为 (pi, Ppa, ,BbB)= (a1, 0 so)C 


则 b; ;= (pi， pg) = Do Dao)= > Do CE; Ol 


而 “cr4c 的 第 1 行 第 ) 列 元 素 也 正好 是 2 io ow ons 即 BC 
4C. 由 于 C 非 退 化 , 故 4,B 合同 . 
(把 内 积 用 度量 矩阵 表示 出 来 ,也 是 一 种 常用 的 方法 .) 
证 法 二 、 设 方 阵 4,B,C 意义 同 前 , 令 o,p 为 了 中 任意 两 个 向 
279 


量 , 且 在 基 Ph ,ps，…,5, 下 的 坐标 分 别 是 : 
X= ri ra rT) 工 一 (9 
它们 在 基 al,@z，,… ,a 下 的 坐标 分 别 是 CX 和 CY ,于 是 在 基 ai,a;， 
… 0 下 ,有 
(ay 有 1) 一 (CCX)I4CCY )= XC ACNY. 
为 一 方面 ,在 基 ,pf.,…,p, 下 有 
(Ca, PB)= XBY 
因此 X’'(C' AC)Y = X' BY 
由 于 4, 的 任意 性 , 取 a 二 hh 有 X= 了 ,得 二 次 型 
X' (CAC)X=X'BX 
于 是 0'4C=8, 目 度量 矩阵 4,8 合同 . 
(2) 在 欧 氏 空 | 晤 三 中 任 取 一 个 基 CI19yC29 Or, 记 的 度量 是 降 
4 二 (qa) 其 中 a 二 (9,6)) 
根据 内 积 性 质 , 对 任意 非 零 向量 c, 它 的 坐标 X 天 (0,0,…, 0) 有 
(ag,0)=X'AX>0 
因而 4 是 正定 的 ,从 而 存在 实 非 退化 方 阵 C ,使 
CAC=E 
今 (5 52 yp ) 一 (ayaz A)O 
则 BB,… ,pb 也 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 基 . 从 (1) 的 证 明知 , 它 的 度 
量 矩 阵 就 是 如 ,这 说 明 6 ,Ps,… ,PB 是 的 一 个 标准 正 交 基 , 即 有 
限 维 欧 氏 至 间 总 存在 标准 正 交 基 . 
关于 欧 氏 空间 中 标准 正 交 基 的 求法 ,有 下 列 几 种 常用 方法 : 
(1) 直接 验证 线性 空间 的 一 个 基 为 标准 正 交 基 ; 
(2) 奉 oa yo 是 2 维 欧 氏 空间 任 一 个 基 , 则 可 用 施 密 特 
正 交 方法 使 其 标准 正 交 化 ; 
(3) 寿 Qi,02，,… ,0(s<n) 是 nn 维 欧 氏 宇 间 的 正 交 向 量 组 ,可 先 
扩充 为 正 交 基 ,再 单位 化 . 
例 6 设 w=(1;0,2,0) ,oo 一 (0,2,0,3) ,as 一 (2,6,4,9). 试 
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把 (oa,os) 的 基底 ,扩充 成 下 的 一 个 基 , 并 将 它 标准 正 交 化 . 
解法 一 ” 先 将 已 知 向 量 扩 充 为 R' 的 基 ， 届 用 施 密 特 正六 化 方 
对 以 a ,az ,as 为 行 向 量 的 矩阵 施行 初等 交换 . 

1 0 2 0 1 090 1 0 2 0 
0 2 0 3| 一 >|0 2 0 3| 一 0 2 0 3 
2 6 4 9 0 6 0 9 0 0000 

年 阵 的 秩 为 2 , 故 CI 902 ,03 线性 相关 ,但 Ql, 0? 线性 无 关 ，, 故 CI ，C2 

是 LCaiyQz,0) 的 一 个 基 . 又 知 B= (1,0,0,0),p2 二 (0,1,0,0), ps 

一 0,0,1,0),pB 二 (0,0,0,1) 是 R! 的 一 个 基 , 易 证 hi, PB,a,0z 线 

性 无 关 , 它 们 也 是 R 的 一 个 基 , 对 它 正 交 化 得 
a 二 =(1,0,2,0) 


一 ee (0,2,0,3) 
(sly81) 
《Pei) (pi,e2) 4 2 
2 一 (aa (arrer) (6 0 D "07 
(pf, ,ei) (pz,e2) (payea) _ 9 6 
2 一 (ea gye) (ae) = 0,178"0 13) 
对 El1 9993904 单位 化 ， 得 
» = (M3 0， 2 2 0)， ,= (0,2~13,0,3M13) 
5 13 13 
_ 25 V5 3V1i3, 2V13 
na 一 人 5 , 0， 一 5 ;0)， m= 二 (0, 13 ,0， 13 ) 
是 所 求 的 标准 正 交 基 . 


解法 二 ”将 L(a,az,as) 的 基 扩 充 为 R! 的 正 交 基 , 再 单位 化 . 
因为 ;二 2a 十 3gz ,91,0s 线性 无 关上 且 (a,@2)= 二 0, 所 以 a, 
大 L(ai,02，,03) 的 一 个 正 交 基 . 
z 设 二 (ry72 097357) ER 是 与 on yoz 正 交 的 同 量 , 则 (aoc4) 王 
(as ,ad) 一 0, 故 
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zl1 十 2zs 一 [0 
人 
求 出 该 方程 组 的 一 组 解 , 如 2 一 20222 一 0 73 一 一 1 2 一 则 C4 
一 (2,0, 一 1,0). 
又 设 as 二 (yi ,92 93,944) ER 与 ,yoy04 正 交 , 则 仿 上 面 的 方法 


求 出 方程 组 
y+ 2y3= 0 
tt 
2y1—ys=0 
的 一 组 解 ,如 os 二 (0,3,0, 一 2). 
于 是 az,aiycs 是 由 La,ez ,03) 的 基底 扩充 成 的 FR 的 正 交 
基 , 把 它们 单位 化 ,得 到 R 的 一 个 标准 正 交 基 . 
三 、 长 度 、 夹 角 
例 7 设 a 与 8 是 欧 氏 空间 的 两 个 非 零 癌 量 , 试 证 明 , 存 在 正 
实数 使 6 二 ho 的 充 要 条 件 是 4a,8 的 夹 角 68 为 零 . 
证 明 必要 性 设 p=ha,4 为 正 实数 ,由 于 
(a, pb) (a ,Aa) 


cos 0 二 二 了 一 一 1] 


lol |p| lal ital 
且 0 入 o 委 ,得 6 一 0. 


充分 性 设 0 一 0, 则 cos 9 人 入 1 一 1, 故 (a,p) 一 al181， 


即 (a, pb)’=(a,0) (8, Bp) (8) 
”再 证 a,86 线性 相关 . 事实 上 , 若 a,8 线性 无 关 , 则 对 任何 实数 
上 ,有 必 十 5 尖 0. 于 是 (ia 十 Bt 十 5)>0 
即 tCa,a)t2t(a,B)+(B,B)>O 
故 A4=4(a, Pp)’—4(a,a)(B, pb) < 
由 (a,a)? 之 (a,a)(p,B). 与 (8) 蕴 盾 , 故 a,B 线性 相关 .于 是 有 p= 
Ma(4 天 0). 下面 证 和 4 是 正 实数 . 
因 (a,8) 二 |al1pB|, 故 (a,ha) 二 Jal Xi |al， 
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即 X(aya) 一 | 人 ic .由 ao 天 0 知 和 2 一 | 
因 ,天 0, 故 4 为 正 实数 . 
例 8 设 VV 是 维 欧 氏 空间 Ol 9 G2 9 °°" 9 Om 为 V 中 癌 量 , (a,a)) 
一 00 关 让 , (a ,9))= 二 1(i,j 二 1,2,…,m). 证明， 
(1) | (ez 十 …… 十 |(asz)12 妇 lz|2zEF (9) 
(2) 当 且 仅 当 z 属于 ao，…an 所 生成 的 子 空间 , (9) 式 等 号 
才 成 立 . 
证 明 (1) 由 题 设 条 件 ,a ,os,… ,oan 是 7 的 一 个 标准 正 交 组 ， 
将 蕊 扩充 为 了 的 一 个 标准 正 交 基 上 
CC29 Om Omil sy, 
设 1ETV, 则 z= (@,z)a 十 (G2y7) 0 二 十 (a 7) 0 
所 以 《zz7) 一 | (0 7) | 十 | 《az sz) | 十 … 十 | C0,7) 1? 
/ 之 | (C9152) 上 | 十 | (cs z) | 十 … 十 | am ,7x)|: 
i (ars7) | 十 (ez 52) 上 十 … 十 | (on,z) |: 寺 1 上 2 
(2) 奉 XEL(ai ,0 yan) 由 | 
T= (0 2) 十 (022)0 二 :十 (am) 7) on 
所 以 (zx,2) 二 | (oz) 十 | (e257) 上 十 十 | (an ,zx) | 
即 |Co,z) | 十 | (espz) 十 … 十 | (orz) | = |2z|: 
反之 , 硅 (9) 式 取 等 与 ,由 7 二 (Qiy7z)@ 十 (0 ,7Y)@y 十 … 十 《0,7) 
om 知 | (anriyz)| 十 … 十 | (60,7)|:=0 
所 以 (an+z) 一 … 一 (7T) 一 (0 
因此 z 一 (al z)aol 二 十 (az)o EL ,+ ao) 
故 当 且 仅 当 xELCa,… ,an) 时 , (9) 中 式 子 取 等 导 . 
例 9 x( 二 0) 维 欧 氏 空间 中 最 多 有 7 十 1 个 向 量 ,使 两 两 间 夹 
角 大 于 90°. 
分 析 ”两 向 量 a,B 的 夹 角 大 于 90°, 等 价 于 (a,6) 过 0, 因 此 只 
须 证明 * 维 欧 氏 空 间 中 至 多 有 7 十 1 个 向 量 ,两 两 间 内 积 为 负 . 
证 明 当 4=1 时 ,一 维 网 氏 空间 的 任意 三 个 向 量 中 , 至少 有 
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两 个 癌 量 的 夹 角 为 0, 因 此 要 两 两 间 夹 角 大 于 90" 最 多 只 能 是 两 个 
器 量 , 故 结论 成 了 并. 

设 4 二 kh 一 1 时 ,结论 成 立 . 

当 nn 一 上 时 , 设 t 维 欧 氏 空间 [中 存在 + 十 2 个 向 量 oo， 
x+: 使 得 

《oaiyoj )<<U (7 一 1 2 十 2 天 
将 所 单位 化 , 记 为 el, 并 将 它 扩 充 为 5 的 一 个 标准 正 交 基 eye:， 
pei 在 这 个 基 下 ,yo ,… ,4z 的 坐标 分 别 为 
ED TE TE ia 


(io) 一 lailal<<0， 0G=2,3,. ,1 2) 


邻 1 一 rose (1— 2,3,°" ,kA2) 

{ -2 
则 pp,p3,… ,B42 是 4 一 1 维 欧 氏 空 间 L(es ye) 的 有 1 个 | 可 
量 , 下 面 证 明 (%,,p;) 二 0 Qj 二 2,3,… ,上 十 2,l 关 7). 由 于 


A 
(a, 0) 一 > qa =ana, 十 Dj a <0 
! -- 1 f =- 2 


日 dnadn>0 Qj 一 23 ,上 十 2 1 天 由) 


于 是 (BB)= qvar<0 Gi,j=2,3,…,h 十 2,i 尖 让. 这 与 归纳 
假设 了 矛盾. 

因而 名，… ,Qi+z 不 可 能 两 两 夹 角 都 大 于 90°, 故 对 任意 有 限 
n( 之 0) 维 欧 氏 空间 结论 成 立 . 

例 10 设 oac ,… ,是 欧 氏 空间 的 一 组 线性 无 关 癌 量 ， 
,Bi,…,p, 是 由 这 组 向 量 通 过 正 交 化 方法 所 得 的 正 交 组 ,证 明 这 
两 个 回 量 组 的 格拉 姆 行列 式 相等 ， 

证 明 由 正 交 化 公式 知 

太一 aal 十 aa 十 十 Ge ito i 十 Qi(k= ln) 


则 (bi, pss* ,Bi) = Caso a)P 
今 4 一 4(4aly as， » On ) ;B= ACP, pe, ， Pr ) 一 (5 为 二 回 量 组 的 
格拉 姆 定 阵 . 


则 p= (pi B= (Opa ' Dre 
S BB 


= 二 有 (ai Oj) pi 


等 式 右 端正 是 矩阵 P4P 的 第 大 行 第 !/ 列 位 置 的 元 素 , 于 是 B=P 
4P. 两 边 取 行 列 式 , 得 
Ga yo oo 一 GCCp , Bes Ba) = (Cp, Bi) CB,, Ba) (Bp,,p.) 


3 4 ” 正 交 子 空间 


基本 概念 与 结论 


一 、 正 交 子 空间 

1. 设 V1i,Vs 是 欧 氏 空间 PF 中 两 个 子 空间 ,如 果 对 于 任意 aE€ 
,bEV;,; 恒 有 (te,B)==0, 则 称 V,V; 为 正 交 的 , 记 为 Vi 上 V2. 一 个 
回 量 a, 如 果 对 于 任意 的 hE€T,, 和 恒 有 (a,p) 二 0, 则 称 ac 与 子 空间 六 
正 交 或 4 垂直 于 TW, 记 为 a LVi. 

2. 关于 正 交 的 子 空间 ,有 如 下 结论 ; 

(1) 若 FL, 则 六 人 户 一 10); 

(2) 硅 alV, 有 HaE€EVl, 则 a=0; 

(3) 知 子 空间 六 ,Vs,…,V, 两 两 正 交 , 则 和 pF “十 六 是 
直 和 . 
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3. 大 7 是 欧 氏 空间 ,aE€V ,Vi 二 L(a n,Q) (aEV), 则 ee_| 
>a | oi=1,2,.. ,8). 

二 、 正 交 补 空间 

1l， 如果 7,, 并 且 玉 十 V2==V, 则 称 子 空间 Vi 为 子 空间 
的 正 交 补 宅 间 ,简称 正 交 补 . 

显然 , 正 交 补 具 有 对 称 性 , 即 V; 是 Vi 的 正 交 补 ,那么 TV 也 是 
r: 的 正 交 补 . 

2， 欧 氏 衬 间 的 每 一 个 有 限 维 子 空间 太 都 有 唯一 的 正 交 补 空 
同 , 记 为 下. 

3， 正 交 补 至 间 有 下 列 性 质 ， 

(1) 设 V1 是 欧 氏 空间 V 的 子 空间 , 则 Vt 和 恰 由 V 中 所 有 与 六 
正 交 的 问 量 组 成 ; 

(2) 令 V= 让 十 VY , 则 任意 aEV 都 可 唯一 地 分 解 为 4 二 a 十 @， 
其 中 EE 六 ,oyEVL, 称 a 为 向 量 o 在 子 空间 六 上 的 内 射影 . 

三 、 向 量 到 子 空间 的 距离 

1. 欧 氏 空间 中 a 一 8 的 长 度 |a 一 8| 称 为 向 量 a 和 8 的 距离 , 记 
为 d(a, Bb). 

距离 有 如 下 基本 性 质 ， 

(1) 对 称 性 d(a,p)=d(p,oa); 

(2) 非 负 性 。” a(a,8) 之 0, 并 且 仅 当 a=8 时 ,等 号 才 成 立 ; 

(3) 三 角 不 等 式 dla,B) 扩 dl(a,y) 二 d(y,B). 

2 设 W 是 欧 氏 空间 TV 的 子 空间 ,BEV, 则 Y yE€ 下 ,如 果 
Bb 一 7 上 LW, 则 对 W 中 任 一 问 量 6, 恒 有 

16 一 川 委 16 一 5| 

即 呵 量 到 子 空间 各 向 量 间 的 距离 以 牌 线 最 短 . 

四 、 欧 氏 空 间 的 同 构 

1. 设 V,V' 是 实数 域 R 上 的 两 个 欧 氏 空间 ,如 果 o 是 V 到 六 的 
一 个 双 射 , 且 具 有 以 下 性 质 : 
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(1)o(a+pb)=o(a)+o(p); 

(2)0 (ka)= ko(a); 

(3)(0(a),0(8)) = (a, pb). 
其 中 a,BEV,kE BR, 这 样 的 上 映射 o 称 为 了 到 广 的 同 构 映 射 .各 了 与 
V' 之 间 存 在 同 构 映 射 0 ,就 称 欧 氏 空 间 7 与 六 是 同 构 的 . 

欧 氏 空间 的 同 构 映射 除 具 有 线性 空间 同 构 映射 的 所 有 性 质 
外 ,还 保持 标准 正 交 基 , 即 c 把 V 的 标准 正 交 基 映射 成 V' 的 标准 
正 交 基 . 

2. 有 限 维 欧 氏 空 间 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 的 维 数 相同 . 


应 用 举例 


例 1 设 oow oaw 为 欧 氏 空间 V 的 一 个 基 ,6,yEV, 求 证 : 

(1) 如 果 (86,@)= 二 0,1 二 1,2,… ,nn, 则 8 二 0; 

(2) 如 果 (p ,0)= 二 yy) 一 1 2 nr. 则 8 一 ) 

证 明 〈1) 因 (8,o)=0, 故 Y aER 有 a(p,ai)==(B,aai) 二 0. 设 

5 一 aiol 十 czaz 十 十 asa 
而 (pp8) 一 (pool 十 … 十 ao) 一 (aial) 十 … 十 (8，aon ) 
一 0 所 以 p= 二 0. 

(2) 因 (pp,ow) 一 (ww)， 即 (8 一 交 a) 一 0, 从 (人 1) 知 Bp 一 7 
二 0, 故 p=y. 

例 2 设 V,V, 是 % 维 网 氏 空间 V 的 任 二 非 空子 集 , 令 Vi = 
(aEVIY BpEV,,(a,p)=0} (GG==1,2) 证 明 ; (DV; 是 TV 的 一 个 
子 空间 ( 称 为 V; 的 正 交 子 空间 ). 

(2) 若 让 ErP, 则 :三 请 ,这 个 论断 反 过 来 也 成 立 四 ? 

(3) 若 V, 是 7 的 子 空间 , 则 Vi 是 Vi; 的 正 交 补 . 

注意 本 题 (1),(2) 中 Y; 是 欧 氏 空间 的 任 一 非 空子 集 ,不 一 
定 是 子 空间 . 

证 明 (11) 由 VV 定义 知 ,0EVi ,所 以 Vi 非 空 .其 次 , 设 myoE 
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上 则 对 下 中 任何 问 量 ,有 a | bya | hp, 因此 

(piol 十 leao ,1D) 一 (al yp 十 ia B=0 (hi,koE BR) 
即 kai 十 BazET 从 而 三 构 成 二 的 一 个 子 空 间 ， 

(2) 设 aETVs', 则 a LV, 由 于 六 CW, 从 而 a 看 ; 故 aE€V， 
因此 ,Vi 所 六 7 

但 反 过 来 ,结论 不 一 定 成 并 . 例如 对 任 一 非 零 空 间 瑚 , 令 六 = 
(0) ,PP? 一 (ca 天 0), 则 扩 = 了 且 瑚 所 7 王 方 但 太守 广 

(3) 根 据 正 交 补 定义 ,只 需 证 户 十 太一 了 县 太 和 中 一 10)， 

在 万 一 40) ,结论 显然 成 并 . 

车 5 为 mbm 之 0) 维 子 空间 ,和 任 取 Y; 的 一 个 标准 正 交 基 &1 ,es， 
Ens PET, 今 

y= (fp,e)et (pez)et :tt (pen) en 

则 ypyELV, 且 f=y 十 (86 一 7) ,下面 让 hp 一 yEVi. 

(By,e)=( (pe)— (ye)= (pe)— (pe)=0 C=1,,m) 
即 6 一 ;与 &G( 二 1,2,…,m) 正 交 , 从 而 与 1 ;的 每 个 朵 量 正 交 ,因此 
Bp 一 yETWi .但 y€VWi, 故 BEV 十 Vi ,于 是 V=V+Vi. 
又 设 EVNMV, 则 aE€ET, 上 且 a€E1; ,因此 (a,a)==0, 即 a 二 0, 故 T; 门 
[二 10). 于 是 

二 十 

所 以 VV 是 的 正 交 补 . 

利用 欧 氏 空间 中 子 空间 的 正 交 补 是 解决 欧 氏 空间 中 有 关 正 交 
问题 的 一 个 值得 注意 的 手段 与 技巧 . 

例 3 设 记 和 Vi 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 线性 子 空间 , 且 户 的 
维 数 小 于 V; 的 维 数 , 证 明 : 在 V, 中 必 有 -一 个 非 零 向 量 正 交 于 中 
的 一 切 向 量 . 

分 析 ”与 子 空间 TV 的 一 切 向 量 正 交 的 向量 必 属 于 和 它 的 正 交 
补 空间 8t+L ,因而 只 要 证 明 户 中 必 有 非 零 问 量 属 于 二 就 行 了 . 

证 明 由 题 设 ,V 在 V 中 有 正 交 补 Vr: 
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一 了 十 二 
今 dim 广 一 0，, 则 dimV 二 n 一 各 . 

对 于 VY 的 子 空间 Ti 和 ,或 者 VW 人 Tr = 10), 或 者 Vf 
天 (0 ,二 者 必 居 其 一 . 

如 果 YV 儿 ri 二 10}), 县 dim, 一 nz 之 , 则 

dim(P > 十 Ft) 一 dimr 十 dimTyt = 二 十 (一 机 )= 二 十 (Rg 一 M0) > 
这 是 不 可 能 的 . 所 以 必 有 六 们 + 天 (0), 但 rf; 门 [全 关 多 ,所 以 存在 
非 零 向 量 EV;, 门 Vi ,于 是 

aEV,, wEFT 
即 1 中 的 非 零 向 量 a 正 交 于 态 中 的 一 切 辐 量 . 

例 4 设 广 为 * 维 欧 氏 空间 ? 的 子 空 间 ,aEP, 证 明 :在 只 中 
存在 唯一 回 量 ce ,使 a 一 ow 与 六 中 任 一 向 量 正 交 . 

分 析 要 证 a-o 与 1 中 任 一 向 量 正 交 , 只 须 证 明 存 在 唯一 
加 量 mE ,使 a 一 aoEVW+ 即 可 。 

证 明 ” 先 证 明 存 在 性 因 记 在 所 中 有 正 交 补 噶 ,使 了 一 六 十 
WV. 大 a 二 ao 十 ,其 中 oo ETW1,pEVL ,于 是 a 一 wo 二 BpEVI, 即 a 一 ow 
与 中 中 任意 向 量 正 交 . 

再 证 唯一 性 ” 奉 还 有 ar EVi,a 一 a 与 太 中 任意 向量 正 交 ， 
出 

(一 0 ) 一 (Ca 一 ao0) 一 0a0 一 Go 
与 玉 中 任意 向 量 正 交 , 又 因为 ao 一 ao EW, 所 以 
(ao 一 cg ,ao 一 ao ) 一 0 
大 ao 一 ao 一 0, 即 w 一 oo . 
例 5 设 w=(oyasy as) (一 1,2,…,s) 是 s 个 2 维 问 


量 . 开 一 工 (ai CD ,0 ) , 开 ， 是 实 系 数 线 性 方程 组 
0171 十 6272 十 十 az 一 (0 
42121 十 G2z222? 十 十 ozxzx 一 0 


[天 


(10) 
zz 十 as 十 十 az 一 0 
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的 解 空 间 ,证 明 在 欧 氏 空间 户 中 Ws 是 W 的 正 交 补 . 

证 明 设 pp …, 5 是 下: 的 一 个 基 , 即 为 方程 组 (10) 的 一 
个 基础 解 系 , 则 BG;==1,2,…, 引 与 ya yw 都 正 交 .因此 5E 
Wri ,WW,CWE. 

但 VY EEWI ,有 (E40) 一 0 (一 1,2， ps) 
故 5 是 线性 方程 组 (10) 的 解 , 即 5€E Wi, 因 此 WiC 导 W， 
故 W;, =WLr 

例 6 议 co ap p ,hh 是 欧 氏 空间 中 向量 ,如 
果 (@i,p;) 二 0 ”GG 二 1,… ,85,7 二 1,… 四, 试 证 

秩 Cas@2，… ,0,) 十 秩 (p1, pz," ,fp) Sn 

分 析 ”由 于 癌 量 组 的 秩 等 于 该 癌 量 组 生成 的 子 空间 的 维 数 ， 
而 子 空间 的 维 数 又 等 于 其 正 交 基 所 含 品 量 的 个 数 , 因 此 ,可 从 取 子 
空间 的 正 交 基 方 面 思 考 . z 

证 明 设 太一 到 (ol yas 0) PP 一 大 (8 ps ,Pp) 


由 于 (op 一 0 GG=1,2, 831=1,2,.,t) 
于 是 VY aE 玉 ,PE 大 .人 令 ao 一 和 ao 十 十 天 asp 一 0 十 … 十 4p 
出 (p= Do, Dp = 

因此 V Lr, 


人 邹 别 取 Vi 和 V, 的 一 个 正 交 基 Qi 0 Pi 》” , 8， 则 Ci i ， 
B;，…,pB; 是 的 一 个 正 交 回 量 组 ,因而 它们 线性 无 天 , 故 
p+ qn 

妇 秩 (@i ,az ，…，ao) 十 秩 (p pb) 一 ?十 9 

例 7 设 w=(ooz，… 和 oa) 一 1,2, 2) 是 za 维 欧 氏 空间 
及 的 问 量 组 , 令 4 一 (ec B 一 ((oo)) 和 和 一 (zz yz) 证明 
4X 一 0 与 BX 一 0 的 解 空 间 同 构 . 

分 析 解 空 间 是 六 的 子 空间 ,因而 是 有 限 维 空 间 , 只 须 证 它 
们 的 维 数 相等 ,从 而 仅 须 证 秩 4 一 秩 有 
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证 法 一 ”用 格拉 姆 矩阵 性 质 . 
设 4 二 《aj)wx: 的 秩 为 r,B 二 ((a,0;))wx: 的 秩 为 s. 不 妨 设 w， 
co 的 极 大 线性 无 关 组 为 1 ，… ,a 
令 Bl= ((ai,0))),xe : 
因为 yo ,oa 线性 无 关 . 由 格 拉 姆 患 阵 的 性 质 知 |Bi| 
了 关 0, 秩 B= 二 7? 忒 秩 5. 故 
秩 4 委 秩 8 
又 因为 秩 B 为 s, 则 有 一 s 阶 子 式 不 为 零 , 不 妨 设 B= ((@,0j))sxs 
的 行列 式 不 为 零 , 由 格拉 姆 定 阵 性 质 知 oy ,… ,as 线性 无 关 , 故 
秩 B< 秩 4 
综 上 所 述 可 知 , 秩 4 一 秩 B, 故 两 个 解 空 间 的 维 数 相等 ,因而 同 构 . 
证 法 二 ”用 内 积 定义 . 
设 4 王 (op B 一 ((aiy05) ) ux 


(is0) = ana .. B=A4 
由 于 秩 4= 秩 44'= 秩 8, 故 两 解 空 间 的 维 数 相等 ,因而 同 构 ， 
利用 向 量 到 子 空间 的 距离 以 垂 线 最 短 , 可 以 解决 最 小 二 乘法 
问题 ， 
最 小 二 乘法 问题 指 的 是 ,线性 方程 组 
callzl 十 qz72 十 … 十 qr 一 5b! 二 0 
GQziX1 十 GzzXY2 十 … 十 az 一 ba 二 0 
os (1) 
Qnrl 十 az2 十 …* 十 azs 一 六 一 
可 能 无 解 ,使 


> (az 十 aazy 十 十 auz, 一 5 (2) 
i= 1 


最 小 的 一 组 数 22, 台 ,… ,zx? 称 为 方程 组 (1) 的 最 小 二 彝 解 . 求 方程 
组 的 最 小 二 乘 解 的 问题 称 为 最 小 二 乘法 问题 . 解决 这 一 问题 的 大 
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致 思路 如 下 . 

令 4 一 (@j)， B= (bb ,b,) 

= (rT =~ 人 AX . 
则 方程 组 (1) 可 表 为 矩阵 形式 AX 二 B. 把 了 ,B 都 看 作 s 维 欧 氏 空间 
中 的 问 量 , (2) 就 是 |Y 一 B|?. 求 使 (2) 最 小 的 一 组 数 z,… ,zx?, 便 转 
化 为 求 XX 一 (7? ,…,z)' ,使 Y 与 8 的 距离 最 短 . 应 用 “ 垂 线 最 短 ” 
的 知识 ,要 求 的 Xo 应 满足 4 (8B 一 4X)==0 或 44AX=4B. 

求 方程 组 (1) 最 小 二 乘 解 的 方法 是 ; 

1. 把 方程 组 (1) 写 成 逢 阵 形式 ， 

4 一 兄 

其 中 A(aj)， 有 一 (下 02 一 (zy ev 1 

2. 解 线性 方程 组 

A'AX = A'B (3) 

方程 组 (3) 的 解 3,z,…,z? 就 是 方程 组 (1) 的 最 小 二 乘 解 . 

例 8 求 下 列 方程 组 的 最 小 二 乘 解 


0. 39z 一 1. 89y 一] 

0. 61z 一 1.807 一 1 

0. 937—1. 68y=1 

1. 357— 1. 50y=1 

解 

0. 39 -1.89 ] 
全 4 0.61 -1.80 ”B= ] x=[ "| 
0.93 -1.68 ] y 

1. 35 -1.50 1 


解 线性 方程 组 44X 一 45, 即 


0. 39 -1. 89 
(ge 0. 61 0.93 1 0. 61 


-1.89 -1.80 -1.68 -1.50/ 10.93 -1.68 
1. 35 -1.50 
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了 |=|- 39 0.61] 0.93 | 
y -1.89 -1.80 -1.68 -1.50 


ee 


化 简 得 
2 2 
-5.423 11.88Jly) \【-6.87 
解 得 zo 一 0. 195， zy 一 0. 489， 
习 


1 判断 下 列 集 合 对 给 定 运算 是 否 构成 实数 域 hR 上 的 线性 空间 . 

(1) 实 数 域 R 上 次 数 不 低 于 定数 n(n€E N) 的 多 项 式 全 体 并 添上 零 所 成 的 
集合 , 按 通常 的 多 项 式 加 法 和 数 与 多 项 式 的 乘法 ; 

(2) 全 体 实 2 阶 方 阵 的 集合 T, 按 通常 矩阵 与 数 相生 的 运算 及 下 面 定 义 的 
加 法 : 

ADB= AB— BA; 

(3) 实 数 域 有 上 全 体 对 数 lgz(z 盖 0) 的 集合 『 工 , 按 通常 对 数 的 加 法 和 数 与 
对 数 的 性 法 ， z 

04) 平面 上 始点 在 原点 ,终点 在 第 一 象限 的 问 量 集合 , 按 向 量 的 加 法 和 数 
与 向 量 的 乘法 ， 

(5) 定 义 在 区 间 [a, 刀 上 函数 值 总 为 非 负 数 的 全 体 函 数 所 组 成 的 集合 了 ， 
按 通 常 函数 的 加 法 和 数 与 隔 数 的 乘法 ; 


(6) 实 数 域 忍 上 维和 癌 量 的 集合 T 一 1(oyaz 和 ww) | 和 ==1) 按 通常 n 维 
回 量 的 加 法 及 数量 乘法 ， 
2. 设 T=={a 十 b M2 十 c M5 1a,b,cEQ) ,证明 T 关于 通常 数 的 加 法 和 
数 的 乘法 构成 有 理 数 域 上 的 线性 空间 ,并 求 出 它 的 一 个 基 和 维 数 . 
3. 求 下 列 线性 空间 的 一 个 基 , 并 指出 它 的 维 数 ， 
CDOTF= {|AX 二 0) ,4 为 数 域 P 上 mxa 矩阵 , 秩 4 二 r,X 为 数 域 P 上 的 
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维 向 量 ， 
X, 0 
(2) 实 数 域 上 全 体形 如 | 、 ， | 的 n 阶 方 阵 的 集合 T, 这 里 % 为 任意 ， 


阶 子 块 ; 

(3) 复 数 域 上 全 体 ” 维 向 量 作成 的 实数 域 上 的 线性 空间 ，; 

(4)f(z) 表 示 实 系数 多 项 式 ,== {f(x)|f(1) 二 0,3(f(7)) 二 nn 或 f(7)= 
0} ,作成 的 实数 域 上 的 线性 空间 ，; 

(5) 是 由 零 及 数 域 P 上 次 数 为 上 的 两 个 未 知 量 的 齐 次 多 项 式 作成 的 线 
性 空间 ; 

4. 证 明 ;线性 空间 定义 的 8 条 规则 中 ,“ 加 法 满足 交换 律 ” 可 由 其 余 7 个 
条 件 推出 . 

5. 证 明 下 列 各 多 项 式 是 次 数 低 于 7 的 多 项 式 及 零 多 项 式 作 成 的 线性 空间 
Prz], 的 基 : 

(1)f(z) 一 (z 一 a) 一 0, 1 2 一 1:aEPya 为 定数 ; 

(2)f (7) = xa) (xa) (rm) 一 1 和 1) 一 ai 天 ai 天 旋 . 

6. 设 疡 为 数 域 P 上 全 体 = 维 问 量 所 构成 的 线性 空间 ,证 明 : 

(1) 有 子 空间 T 存在 ,其 中 每 个 非 零 向 量 的 分 量 都 不 是 零 ; 

(2) 若 子 空间 Ts 中 每 个 非 零 向 量 的 分 量 都 不 是 零 , 则 Ts 必 为 一 维 子 罕 
间 . 

7. 设 PT 是 线性 空间 的 两 个 子 空 间 ; 

(1) 试 间 全 十 1 与 Ts 是否 相 等 ? 举例 说 明 ， 

(2) 证 明 本 十 二 忆 UT 的 充 要 条 件 是 让 Cf 或 全 三 站) 

38. 证 明 : (1) 一 个 线性 空间 不 能 是 它 的 有 限 个 真子 空间 的 并 集 ; 

(2) 设 ,Ti,…,T 是 % 维 线性 空间 T 的 有 限 个 真子 空间 , 则 斑 中 存在 一 
个 基 , 这 个 基 的 每 个 向 量 都 不 在 记 ,T,… ,中 . 

9. 设 P' 表示 数 域 P 上 所 有 1Xr 知 阵 关于 人知 阵 的 加 法 和 数 飞 运算 所 成 的 
线性 空间 , 令 

A= (ai)» x B= by)n,xr, ib,EP. 

对 任意 矩阵 和 一 (za)xhzEP 
有 4X 一 0 一 一 5X 一 0, 证 明 :4 的 行 向 量 与 8 的 行 向 量 生 成 Pr 的 同一 子 空间 . 

10. 设 六 ,1 六 为 线性 空间 T 的 子 空间 ,证 明 维 数 公式 ， 
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din(2yr)= 2 dm 2 dimf) Dr,). 
+ 一 1 : 一 1 i 一 2 t=! 
11. 设 Ri,R;,R; 是 线性 空间 T 的 子 空间 ,证 明 : (1 (Bi 门 R) 十 Rs 守 (Ri 十 
R3) {1 (Rs 十 RR,); 
(2) Rf R) + (RN Ri)CEC RR) NR,; 


; 

(3)dim (R, + B+R)S 2 dim(R) 一 之 /dim( 民 NR)+dim(CR (RN 
Rs); 四 

(4) 举 一 个 例子 ,使 (3) 中 不 等 号 成 并 ; 

(5) 如 果 局 己 Ri 十 ,试问 Rs 二 (BR 门 R) 十 (Rs 人 间 R;) 是 否 恒 成 立 ? 如 果 是 ， 
证 明之 ;如果 不是 , 举 一 个 反例 . 

(6) 如 果 [ 三 二 尼 十 R;,Ri 己 Rs, 那么 (5) 中 等 式 是 否 恒 成 立 ? 说 明理 由 . 此 时 
条 件 RS 和 RB; 是 否 必 要 ? 

12.T 一 人 ayaoya)1a4ERi 一 1 2 3) 是 实数 域 上 的 线性 空间 ,S 一 人 ai， 
qs ,0) |a€ER,i=1,2),S:=={(0,61,5) |b,.ER,i 二 1,2) 是 1 的 子 空间 , 且 T 二 5， 
十 Sa 试问 二 是否 为 SS。 的 直 和 ? 


13. 证 明之 1 是 直 和 的 充 要 条 件 是 记 门 记 一 10) ,0 上 Ps=10)， 
DN {0} : 

14. 设 4 是 数 域 P 上 n 阶 备 等 方 阵 ( 即 4 一 4) ,证 明 维 线性 空间 P 可 分 
解 为 线性 方程 组 从 一 0 及 (4 一 5)X=0 各 自 解 子 空间 的 直 和 ,这 里 X= (z， 
To yeee yo ， 

15. 设 数 域 P 上 线性 空间 1 与 站 同 构 ,o 是 同 构 映 射 ,证 明 wy，…，ya 为 
1 的 一 个 基 的 充 要 条 件 是 oCa1) ,oas),… so(a.) 是 让 的 一 个 基 ， 

16. 设 与 1 都 是 数 域 P 上 的 维 空间 , 且 =1; 十 T( 太 ,Ts 是 工 的 子 空 
间 ) ,证 明 , 在 1' 中 存在 子 空间 T1174 使 中 ==174 十 让， 且 让 与 1 同 构 ,1'z 与 
1 2' 同 构 

17. 试 判断 三 维 实 线 性 空间 RR 内 , 按 下 列 方法 引入 的 内 积 是 否 构成 欧 氏 
空间 ; 

(1) 定 义 两 向 量 长 度 之 积 为 它们 的 内 积 , 即 

Ca, 8)= |allp) 
(2) 定 义 两 向 量 长 度 与 它们 夹 角 余弦 的 立方 之 积 为 它们 的 内 积 , 即 
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(a,B)= lal |Bicosil 
(3) 定 义 两 向 量 a=(a1 42,q3),B 二 (b1,bs,53) 的 内 积 为 : 
(a,B)=k(Cab abstabs) (kK>0) 
18. 证 明 : 在 任意 非 零 欧 氏 空间 7 中 一 定 存在 向 量 1 关 有, 使 (a1,pB1) 之 0; 
同时 也 存在 癌 量 4: 关 fe, 使 (as,p:) 二 0. 
19. 已 知 方程 组 


37z1 十 472 十 zs 十 7T4 一 02 

z1 十 2 十 2z3 十 24 一 G3 
(1) 试 证 对 任意 实数 me vas ,方程 组 都 有 解 ; 
(2) 求 方程 组 的 一 般 解 ; 
(3) 在 欧 氏 空间 R 中 , 求 出 长 度 

|z| = 一/ 下 十 形 十 码 十 于 


(ttn 


最 小 的 解 癌 量 . 
20. 设 a,8 是 网 氏 空间 两 个 线性 无 关 的 向 量 ,满足 以 下 条 件 ， 


2(a,p) 2(0,6) 
Cava) 和 06,8) 部 是 0 的 整数 


证 明 a 与 8 的 夹 角 只 可 能 是 子 , 字 , 子 或 
21. 设 e1,e1,…,e, 是 欧 氏 空间 ”的 标准 正 交 基 ,ma ,mw,…,a 是 5 的 任意 + 


个 向 量 , 试 证 ,wm,…,a 两 两 正 交 的 充 要 条 件 是 2 (we) os,) 一 0(p,9 一 
1 ,2,.…,£, 日 pg9). 
22. 设 下 为 实数 域 ,在 欧 氏 空间 六 中 , 问 量 wm 一 (ae ,as) (1 二 1,2， 
.… 1) 两 两 正 交 , 且 | | 二 i,4= (wa )., 求 4 的 行列 起 的 值 
23. 在 4 维 线性 空间 RP 中 ,定义 向 量 
a= (aiyas9s 0) ,P= Ch, be, ,Db,) 


正 交 为 2ab=0, 试 证 :着 m,m,…,aw1 是 R 中 一 1 个 线性 无 关 的 向 量 ,向 
量 p1,p€ Rr" 分别 和 wa ,oi 正 交 , 则 Pl 和 ps 线性 相关 . 
24. 设 6&1,e2,… ,6 为 4 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 标准 正 交 基 , 又 设 wo，…， 
m 为 了 的 一 组 向 量 , 它 的 格拉 姆 矩阵 为 6, 且 
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Qi 一 Q118; 十 41282 十 -十 1， 
wa == 421 条 十 42282 十 。" 十 Co2aes 
Gm 一 tal18i 十 Gan282 十 … 十 Cnpi 

令 A= (qj)nx,，, 

证 明 :(1) 了 向量 组 a ,4s,…,an 的 格拉 姆 矩阵 G6== 44! ; 

(2)a,02，,… ,Qn 为 1 的 基 的 充 要 条 件 是 m= 二 n, 且 6 为 正定 矩阵 . 
25. 设 V 为 n 维 欧 氏 空间 ,证 明 ; 对 任意 n 阶 正定 算 阵 4, 在 V 中 有 基 wm， 
oo 存在 ,使 其 格拉 姆 窍 阵 是 4, 试 问 这 样 的 基 是 否 唯 一 ? 


20， 设 Os 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 基 , 证 明 二 次 型 一 
( 盖 2) 的 正 惯性 指数 ? 与 符号 差 满足 2(? 十 划一 2 十 3 
27. 证明 实 系 数 线性 方程 组 


A™ 


骨 -22 
2 (ay 0 INi2 


1 


Der=h (=1,2,..*,n) (1) 
2 a=0 (2) 


/一 | 


的 解 空间 正 交 . 
28. 设 V 为 有 限 维 线性 宝 间 ,VW 为 非 零 子 空间 ,如 果 存 在 唯一 的 子 宝 间 
,使 了 三 六 十 记 则 T==V, 试 证 明之 . 
29. 设 mo ao 与 Bi 如,… ,pm 为 欧 氏 空间 VY 的 两 个 基 , 如 果 
(ga)= (PB,B), i117=1,2,.,m 
则 子 空 间 
中 二 L(g qn) 与 V;=L(P,*… ,Pp,) 
同 构 . 
30. 求 下 列 方程 组 的 最 小 二 乘 解 . 
0. 81z 十 0.247 一 0. 50 
0. 65z 十 0. 338g 一 0. 29 
0. 71z 十 0. 57# 一 0. 45 
0. 17z 十 0.767y 一 0. 14 


第 八 章 ”线性 变换 与 正 交 变换 
1 线性 变换 


基本 概念 与 结论 


一 、 映 射 与 线性 变换 的 概念 

1， 映射: 设 W ,1f' 是 两 个 集合 ,集合 M 到 M' 的 一 个 映射 是 指 
一 个 法 则 ", 它 使 M 中 每 个 元 素 都 有 MW' 中 唯一 确定 的 元 京 a' 与 之 
对 应 .a' 称 为 a 在 映射 0 之 下 的 象 , 记 为 Co 一 或 oa 一 o 而 a 称 
为 w% 在 之 下 的 一 个 原 象 . 

2， 满 射 :次 c 是 1 到 1 的 映射 .在 Y BEM' 有 aE€M 使 o(a) 
一 5, 则 称 c 为 满 射 . 

3， 单 射 : 设 "是 允 到 1 的 映射 . 行 Y a1,0;E M 当 al 关 a2 时 ， 
有 co) 天 cc(oz), 则 称 e 为 单 射 

4， 双 射 :各 " 为 既 单 且 满 的 映射 ,就 称 o 是 M 到 4 的 一 个 双 
射 , 或 M 到 M 上 的 一 一 映射 

5. M 到 M 日 身 的 映射 称 为 M 的 变换 . 

6. 议 r 是 数 域 忆 上 线性 空间 了 的 一 个 变换 ,和 在 Y 4,BET ,KE 
P, 有 

ra 十 有 ) 一 oo) + op) 
rpaw) = ko(a) 

则 称 o 是 线性 空间 的 一 个 线性 变换 . 

7， 线 性 变换 保持 线性 组 合 与 线性 关系 式 不 变 , 于 是 " 将 线性 
相关 的 向 量 组 仍 变 为 线性 相关 的 向 量 组 ,但 反之 不 然 . 
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二 、 线 性 变换 的 运算 与 线性 变换 的 多 项 式 
1. 设 玉 是 数 域 PP 上 的 线性 空间 ,0o,T,4 是 V 的 线性 变换 ,VY a 
EV. 则 
(1) 称 由 a 对 应 于 ol(a) 十 tr(a) 所 确定 的 P 的 变换 为 o 与 + 的 
和 , 记 为 0 十 7, 即 
(oT7)(a)=o(a)TT(a) 
(2) 称 由 a 对 应 于 ro (a) 所 确定 的 ?的 变换 为 上 与 o 的 数量 
积 , 记 为 so, 即 
(ko a= ko (a) 
(3) 称 由 a 对 应 于 olrt(a)) 所 确定 的 V 的 变换 为 o 与 7 的 羔 
积 , 记 为 oT, 好 
(oT)(a)=0o(r(a)) 
并 称 求 和 的 运算 为 加 法 运算 , 求 数量 积 的 运算 为 数量 乘法 运算 , 求 
乘积 的 运算 为 乘法 运算 . 
2. 零 变 换 ”为 由 0(o) 一 0 斯 确定 的 变换 , 记 为 0( 其 中 4 为 V 
中 任意 向 量 ). 
0 的 负 变 换 为 由 (-o)(a)==-o(a) 所 确定 的 变换 , 记 为 (-o). 
3. 单位 变换 为 由 (a)==a 所 确定 的 变换 , 记 为 其 中 a 为 7 
中 任意 向 量 ). 单位 变换 又 叫 恒 等 变 换 . 
4， 线 性 变换 的 运算 满足 以 下 运算 律 ， 
oTH) = (oT 
5 十 (CT 十 的 一 (十 T) 十 4 
0 十 TT 二 7 十 0 
v0(T 二 4) 二 07 十 ok 
(Tt 十 Wj)0= 二 7T0 十 LO 
(ko=k(Lo) 
(天 十 1 一 8 十 La 
上 CT 十 ID) 一 天 了 T 十 天 站 
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0 十 0 一 0 十 0 天 r 
1 十 (0) 一 0 
0 一 7 《〈( 为 恒 等 变 换 ) 
其 中 ,LEP. 
5. 线性 变换 的 多 项 式 
设 Y 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,o 是 了 的 一 个 线性 变换 . 多 项 式 
frz) 一 ao 十 az 十 … 十 atEPrz], 则 fc) 一 ao 十 ac 十 … 十 co 称 为 
线性 变换 o 的 多 项 式 ,并 有 以 下 性 质 ， 
若 g(xz)E PCz) ,hz)=f(7)+g(7) ,tr)=f(z)g(7), 则 ho)= 
f(0)+g(o),t(o)=f(0)g(o) 
6. 的 线性 变换 称 为 可 道 的 ,如 果 有 F 的 变换 7 存在 使 cr 
= 一 和 这 时 称 变换 为 的 逆 变 换 , 记 为 
7. 如 果 线 性 变换 o 是 可 闭 的 ,那么 它 的 逆 变 换 一 也 是 线性 变 
换 . 
三 、z 维 线性 空间 了 的 线性 变换 与 矩阵 
1. 线性 变换 的 窍 阵 
若 o 是 V 的 一 个 线性 变换 ,el，… ,se, 是 了 的 一 个 基 , 且 
ra) 一 Gil8l 十 aitz 十 十 Cole 
ICez ) 一 al1281 十 qz2gz 十。 十 Gr2es 


Ifkb) 一 Gins8l 十 Gas82 十 … 十 Got 
志 Oe1y€29°°° 3864) = (0(e1) ICe)) 
并 可 用 距 阵 表示 为 
Ol(e1s€29°°" 9Es) (0(21) Oe2) ,or ,0 Es) 
一 (e ee)4 
其 中 4= Ca) EP”*, 则 称 4 为 线性 变换 o 在 基 ae …% 下 的 起 
阵 . : 
2. 设 线 性 变换 o 在 VF 的 基 ,es.… ,es 下 的 矩阵 是 4,zEF, 且 
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+ 二 Zao ls)= ys, 风 


yi! | 

df2 之 2 
日 一 4 

中 


3. 在 PP 上 线性 空间 VV 的 一 个 固定 基 下 , 令 线 性 变换 对 应 于 碟 
在 这 个 基 下 的 矩阵 ,这 样 就 确定 了 VT 的 全 体 线 性 变换 组 成 的 集合 
到 Px 的 一 个 双 射 , 且 这 个 双 射 具有 以 下 性 质 ; 线 性 变换 的 和 对 应 
于 和 矩 阵 的 和 ;线性 变换 的 于 积 对 应 于 矩阵 的 乘积 ;线性 变换 的 数量 
积 对 应 于 人 第 阵 的 数量 积 ; 可 逆 线 性 变换 对 应 于 可 道 矩 隆 , 朋 逆 变 换 
对 应 于 道 害 阵 . / 

4. 设 V 是 数 域 P 上 的 % 维 线性 空间 ,a ,… ,a 及 a,… ,a 是 V 
的 两 个 基 , 且 前 者 到 后 者 的 过 渡 窍 阵 是 7T,o 是 V 的 线性 变换 . 令 4 
是 线性 变换 o 在 基 6 ,…,e, 下 的 什 阵 ,B 是 线性 变换 o 在 基 &l，…， 
se 下 的 算 阵 ，, 印 

r(e se 6) = (el, ,Ee,)A 
ol(el9" 6) —= (es G2)B 

则 8==7T147. 反 之 也 对 , 即 4.8 相似 , 当 且 仅 当 4,8 是 同一 个 线性 
变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 . 

四 、 线 性 变换 的 值 域 与 核 

1， 设 o 是 P 上 线性 空间 VV 的 线性 变换 ,集合 oC(V)= (ola) la 
EV} 称 为 o 的 值 域 , 记 为 Im(0). 集合 o71(0)=={aEVlaola) 一 0) 称 
为 o 的 核 , 记 为 Ker(o). 

2， 关 于 值 域 与 核 有 以 下 结论 : 

(1)o(V),o-1(0) 是 的 子 空间 . 

(2)o 是 满 射 当 且 仅 当 Im(c) 王 8 是 单 射 当 且 仅 当 Ker(o)= 
(0). 
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(3) 设 广 是 了 上 的 维 线性 空间 , 则 有 
dim Im{(o)++dim Ker(o)=n 
分 别称 dim Im(o) 和 dim Ker (0o) 为 o 的 秩 和 零度 . 

注意 ”不 能 由 此 公 云 断言 Im(o) 十 Ker(o) 二 VY. 

例如 了 一 Pl[zj,,oco(Cf(z))= 了 (rz)，fGz)EPLzl 有 Im(c) 一 
Pfz]j， ,Ker(Co) 一 P, 而 P 十 PLzj. xPLz |,. 

(4) 若 o 是 有 限 维 线性 空间 了 的 线性 变换 ,由 (2),(3) 知 是 
双 射 当 且 仪 当 它 是 满 射 (或 单身 ). 

(5) 若 cc 在 了 的 基 os es 下 的 定 阵 为 4, 则 oc (V)= 
L(o(a) ,oss),…,0(8,))，,0 的 秩 = 4 的 秩 , 即 r(a),c(a)，…， 
ole,) 的 秩 等 于 4 的 秩 . 

五 、 线 性 变换 的 特征 向 量 , 不 变 子 空间 

1. 设 o 是 数 域 P 上 线性 空间 VY 的 线性 变换 , 奉 对 于 EP, 和 存 
在 非 零 向 量 “ET ,使 r(6) 一 0, 则 称 是 o 的 一 个 特征 根 ,而 上 称 
为 o 的 属于 加 的 一 个 特征 向 量 . 

or 关于 VV 的 任意 一 个 基 的 矩阵 的 特征 多 项 式 叫 做 线性 变换 o 
的 特征 多 项 式 , 记 作 f(x). 由 于 线性 变换 o 关于 了 的 不 同 基 的 定 
阵 是 相似 的 ,而 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 所 以 f(x) 与 基 的 
选取 无 天. 

2. 车 0 是 PP 上 %% 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 则 EP 为 0 
的 特征 根 的 充分 必要 条 件 是 :是 在 了 的 一 个 基 soe，… 2 下 
的 矩阵 4 的 属于 P 的 特征 根 ， 

3. 设 oo 是 P 上 % 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,el ,ss，… ,se 是 V 的 
一 个 基 ,o 在 此 基 下 的 矩阵 是 4, 并 且 若 (和 ,hk,…,)' 是 4 的 属于 
特征 根 4 的 特征 癌 量 , 则 Kies 二 ke 十 "十 ke, 是 U 的 属于 人 的 特征 
问 量 . 

4. 若是 的 特征 根 , 则 集合 {eEr lce=io) 是 了 的 一 个 子 衬 
闻 , 称 此 子 空 间 为 c 的 属于 特征 根 和 的 特征 子 空间 , 记 为 7 
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dimV; 为 属于 和 的 线性 无 关 的 特征 辣 量 的 最 大 个 数 . 

5. 设 oc 是 线性 空间 Vv 的 一 个 线性 变换 , 夏 是 V 的 子 空间 ,大 
oFD) 写 , 称 记 是 o 的 不 变 子 空间 ,简称 "- 子 空间 . 

不 变 子 空间 有 下 述 性 质 ， 

(1)o- 子 空间 的 交 与 和 是 "- 子 空间 ， 

(2)o 的 值 域 与 核 都 是 o- 子 空间 ,进一步 地 ,Imf (0) ,Kerf (o) 
都 是 o- 子 空间 ,其 中 f(z)€ PCx). 

(3)o 在 0o- 子 空间 VV 上 能 诱导 出 一 个 线性 变换 ol1, ,人 它 满 足 
jl (0) =o0(a) ,aEV ,NM ol =0,0)r, = ht 

(4)7 的 子 空间 W 是 一 维 o- 子 空间 当 且 仅 当 W 由 一 个 特征 网 
量 生 成 . 

六 、 线 性 变换 可 以 对 角 化 的 条 件 

1. 车 o 是 数 域 P 上 1 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,如 果 存 在 『 
的 一 个 基 , 使 v 在 此 基 下 的 和 矩阵 为 对 角形 ,就 称 o 可 以 对 角 化 . 

2. 车 o 的 特征 多 项 式 在 P 内 有 % 个 单 根 , 则 o 可 以 对 角 化 . 

3. 0 可 以 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 ， 

(1)o 的 特征 多 项 式 的 根 均 在 P 内 ， 

(2) 对 于 0 的 每 个 特征 根 4, 特 征 子 空间 V; 的 维 数 等 于 的 重 


数 . 

这 时 ， 

V==V; 十 … 十 VV 
A 是 I 的 一 切 不 同 特 征 根 ， 
应 用 举例 
一 、 线 性 变换 的 定义 
例 1 设 4,B,C,DE Px', 验 证 0;Y XEP* 
o(X)=—=ABX+TCX 二 XD 

是 V 的 线性 变换 . 
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解 ” 对 于 P"”*'* 中 任意 矩阵 ,通过 0 都 有 了 唯一 确定 的 PP“ 的 
矩阵 4BX 十 CX 十 XD 与 之 对 应 ,所 以 是 Px** 的 一 个 变换 . 

VY X,YEP" ,KEP 

o( 半 十 了 ) 一 4B( 关 十 了 ) 十 C(X 十 了 了) 二 《外 十 了)D 
一 ABX 十 ABY 十 CX 二 CY 十 XD 二 + YD 
一 OCX) 十 o(Y) 
okX) 一 4 有 (XXX) dd- C(EKRX) + (KXID 
—k(ABX + CX XD) = ko(X) 
所 以 是 P”** 的 线性 变换 . 
例 2 R 是 实数 域 ,VV 二 R=={(a,b,c)|a,b,cER). 

(] ) 当 a,b,c 同 号 或 至 少 一 个 为 0 时 , 令 oc(a,b,c)= 二 (a,b,c). 

当 a,b,c 不 全 同 号 时 , 令 cf(ay bc) 王 (一 0 一 5 一 C) | 

(2) 设 a= (oazya) ,Ye 一 (myzzyzs)EP， 

今 To(E) 一 《qzz3 一 0637290321 一 017390172 一 G271 ) 
间 cr 是 7 的 线性 变换 吗 ? 若 是 7 的 线性 变换 , 求 出 它 在 基 mez， 
2 下 的 矩阵 ,这 里 sa 一 (1 0,0),2 一 (0,1,0),8 一 (0,0,1) 是 民 的 标 
准 基 . : 

解 ” (1) 设 (a,3,c) EV, 由 于 有 唯一 确定 的 ola,8,c) EV, 所 以 
0o 是 一 个 变换 . 但 它 不 是 7 的 线性 变换 , 因 和 在 令 4 二 (一 1, 一 2， 
一 3) ,p= 二 (一 1, 一 2,1), 有 

ola)=0(—1,—2,—3)=(—1,—2,—3) 

ob)=0(—1,—2,1)=(1,2,—1) 

ol(atp)=o(—2,—4,—2)= (2,4,2) 
0(0)+o(p) 

(2) 和 大 E= (7X1, 7X2,73) EV, 有 了 唯一 确定 的 Ta(E£) = (qt3 — qr2, 
aszl 一 gliz3y41z2 一 az ) EV ,所 以 tz 是 VV 的 一 个 变换 .并 日 者 f= 
(bb2,603) 7 一 (clyc2yC3) EVEER 

Ta(B+HY)=T (ded te bat ca) 
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一 (a2(bs 十 C3) 一 qa(b2 十 Cc2) ,a3(91 十 01) 一 a1(bs 十 C3) 
ai(bz 二 C2) — a (bc1)) = (08s — asbs ,04301— aibs, 
a1b2s— G2D1) (acy — a3c2 a3C1 aiC3 sd1C2 一 02ci ) 

=To(p) 二 To(y) 

talkp)= TW ,tw, ,ws) 
—k(abs—asbs a3bi— abs ,1b — 4a) = kr, (pb) 
所 以 ,z 是 F 的 一 个 线性 变换 . 
因 T 8)= (0,0 ,a), Tole2) = (a,0,4) ,To (8)= (qs, 
一 0), 故 ro 在 基 a,se,s 之 下 的 定 阵 为 


0 -Ua do 
as 0 -a 
-0 | 0 


二 、 线 性 变换 与 矩阵 

求 线 性 变换 在 某 个 基 6 ,es,…,e, 下 的 矩阵 ,由 定义 可 求 出 基 
问 基 的 象 "(e) 的 坐标 ,并 以 此 为 列 所 得 各 和 定 阵 即 为 所 求 . 也 可 以 
用 不 同 基 下 的 惩 阵 相似 关系 来 求 出 ,看 下 例 . 

例 3 线性 变换 o 在 基 eyezyes'et 下 的 定 阵 为 


1 2 0 i 
3 0 -1 2 
2 5 3 1 
1 2 1 3 


求 这 个 线性 变换 在 以 下 基 下 的 矩阵; 
(1 )el yesyezye4; 
(2)el ,el 十 ezyel 十 ez 十 esyel 十 ez 十 es 十 ed; 
解 (1) 由 假设 ,得 


Itkel) 一 el 十 3e? 十 2e3 十 e4 0 (ei1) =el 二 2e3 十 3ez 十 es 
0 (ee») =— 2e1 十 5es 十 2es 即 (es ) 一 3e3 一 ey 十 el 
Te3) 一 ”一 6 十 3es 十 el 和 (ez) 一 2el 十 5es 十 2e4 
ICei) 一 el 十 2e: 十 es 十 3e4 0(e4) 一 el 十 es 十 2eo 十 3e4 
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卫 以 sO 在 基 Elye39C2 ,et 二 的 定 阵 为 


1 0 2 1 
2 3 5 1 
3 -1l 0 2 
1 1 2 3 


(2) 解 法 一 设 

0(e1)=zie1 十 Zs(e1 十 ez) 十 ZX3(e1 十 ez 十 e3) 十 TZ4(e1 十 ez 十 e3 十 e4) 
a el 十 3es 十 2e3 十 @4 二 (1 十 X22 十 73 十 X24)el 十 (Xz 十 X3 十 X4)es 十 

(z3 十 24)e3s 十 Z4e4 

于 是 得 轨 一 一 2,z 一 1zs 一 1z 一 1 所 以 

0(el) 二 一 2e@ 十 1 (el 十 es) 十 1 (ej 十 es 十 e3) 十 1(el 十 es 一 es 十 ex) 
类 似 地 ,有 

ol(e1tes)= 一 4(e1 十 er) 十 4(e1 十 es 十 e3) 十 3(e1 十 ez 十 es 十 e4) 

0(el 十 es 十 e3) 二 1e1 一 8(el 症 ey) 十 6(ei 十 es 十 e3) 

十 4《ei 十 es 十 es 十 e4) 
0 (el 十 ez 十 es 十 24) 二 一 7 (el 十 e2) 十 (ei 十 ez 十 es) 
十 7(el 十 ez 十 es 十 ed) 

所 以 ) 人 在 基 elyel 十 ezyel 十 ez 十 es ,el 十 ez 十 es 十 ei 之 干 的 定 阵 为 


-2 0 1 9 
1 -4 -8 -7 
1 4 6 4 
1 3 4 7 


解法 二 设 o 在 基 ee 十 ezyel 十 ez 十 eyel 十 ez 十 es 十 e: 之 下 的 
定 阵 是 B, 则 8B 一 P-14P, 其 中 P 是 基 Ci C2 , ez , e4 到 elyel 十 ezyel 十 ez 
十 es ,61 十 es 十 es 十 es 的 过 渡 窍 阵 ,4 是 OU 在 基 el 2 ,e364 下 的 矩阵 ， 


1 1 1 |]l 1} 2 0 1 
0 1 1 3 0 -1 z 
P= , 4 一 
BE 0 0 1 1 2 5 3 1 
0 0 0 1 1 2 1 3 
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所 位 玉 过 滩 方 扒 强 


下 
及 


1111r 2 0 NI111 
oo 
0011 22531001 
oo bs dl oo 
-2 0 1 0 
1 -4 -8 -7 
|1 4 6 4 
] 3 4 7 


在 锅 究 线性 变换 的 运算 有 关 问 题 中 ,由 于 在 一 个 国定 基 下 , 线 
性 变换 与 所 对 应 的 矩阵 之 间 存 在 双 射 , 且 它 保持 加 法 、 数 量 乘 法 以 
及 乘法 运算 . 因而 在 证 明 有 关 线 性 变换 的 运算 的 问题 时 ,可 以 利用 
这 种 关系 ,将 问题 转化 为 关于 矩阵 的 运算 问题 来 处 理 . 一 般 说 来 ， 
由 于 处 理 矩 阵 运 算 的 问题 较 之 处 理 线 性 变换 的 运算 问题 容易 些 ， 
因而 这 类 转化 比较 常见 和 重要 . 

例 4 设 V 是 4 维 线性 空间 ,证 明 V 的 任意 非 零 线性 变换 必 可 
表 为 一 个 可 道 线 性 变换 与 一 个 医 等 线性 变换 的 有 习 积 (满足 02==o 
的 线性 变换 称 为 大 等 线性 变换 ). 

分 析 .考虑 把 问题 转化 为 相应 的 矩阵 问题 . 

证 明 设 o 是 VV 的 非 零 线性 变换 ,0 在 了 了 的 一 个 基 el ,es，…，,e， 
下 的 短 阵 是 4. 令 秩 4=7?, 则 ?之 1, 于 晤 存在 可 道 罕 阵 P,8 使 

1 -中 "|e=re0-"| ,| 
0 ol 0 0 
= RS 
| Ep. 0 | 

其 中 已 是 * 阶 单位 矩阵 ,R 一 Fe 为 可 逆 短 阵 ,S=@-!| 。 | 为 
等 等 矩阵 . 

令 +,4 是 V 的 线性 变换 ,它们 关于 基 el ,es;，,…,e, 的 矩阵 分 别 
是 R,S, 则 + 是 可 道 线性 变换 ,x 是 帮 等 变换 , 且 zx 一 zw 
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例 5 设 r 是 z 维 线性 空间 『 的 线性 变换 ,o”! 隆 0 但 ==0. 证 
明 :r 的 与 o 可 交换 的 任 一 线性 变换 + 都 可 以 表示 为 : 
T= 二 got 十 qi0 十 "十 qs_10"-! 
分 析 ” 仿 上 例 我 们 可 以 把 它 转 化 为 相应 的 矩阵 问题 来 处 理 ， 
但 这 里 要 注意 利用 条 件 *-! 关 0,o 二 0 来 选取 基 , 以 使 问题 简化 . 
证 明 由 下 ==0 而 or ! 关 0 知 存 在 EV 有 0 1(E&) 关 0 而 
m(c) 一 0. 现 若 察 向 量 组 :ce,c(e),…，oICe) ,可 以 证 明 这 是 上 了 的 
一 个 基 ( 略 ), 且 关于 基 上 (2),o2() oo 1) 的 矩阵 是 
0 
1 0 


> 
| 


1 0 
设 T 在 基 E,0(E) ，,…* ,0" -1(E) 下 的 矩阵 是 B= (bi)sxns TO—=OT, 
由 线性 变换 与 在 给 定 基 下 的 盾 阵 澡 的 关系 ,有 84==48B, 即 


0 
| 0 
21 22 2 | 
b b, 0 
的 1 0 
0 
| 0 Oi b12 bi 
G2 022 b» 
一 ] 
0 8 1 0,2 b， 


于 是 得 
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5 一 | : ba ~ 一 六 四 十 2214 十 十 pa4 一 1 


bo by bi 
其 中 是 阶 单位 方 阵 . 
令 6 二 a0 ,ba 二 41 ,ba 二 qa,_1, 则 
B=aoB 十 aA a_i1A*-! 
从 而 r 一 ao 十 ac 十 …… 十 ao“ 一 1. 
例 6 设 了 是 有 理 数 域 @ 上 的 三 维 线性 空间 ,eli,ez,e: 是 了 的 
一 个 基 . c 是 V 的 线性 变换 且 c(el) 一 e 十 esyo(ez) 一 ezyc(es) 一 el 一 
ei ,证 明定 阵 4 与 8B 相似 ,并 求 出 矩阵 P, 使 P :4P=B. 其 中 


1 0 1 0 0 -2 
4 一 |0 1 01,8=|1 0 2 
1 0 -1 0 1 1 


分 析 ”为 证 明 4 与 8B 相似 ,可 以 证 明 4 与 8 是 同一 个 线性 变 
换 在 不 同 基 下 的 矩阵 . 

正明 因 Ifel) 一 el 十 esyafez) 一 ezy0(es) 一 6 一 ee), 故 cr 在 基 
eyezyes 下 的 征 阵 是 4, 即 


1]0 1 
Of(elyezye3) 一 (elyezyes)|0 1 0 
i 0 -1 
取 另 一 组 基 el1ye: ,63 并 令 
el 一 71ei 十 zzegz 十 2z3e3 Xl Yi ZI 


es 一 Yiel 二 yze2 十 ge3， 了 一 lz ys 2 


e3 一 Zz1e1 十 zzey 十 2z3e3 Z3 83 7 


邹 
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Il 3 <] 
(e'1 ,e's ,e's) 一 (elye2zye3) T» 822 <2 
3 3 <3 


设 0 在 el ,e223 下 的 矩阵 为 B, 则 5 一 P-I4P, 于 是 得 


1 0 11 yn 2% zj 21I0 0 -2 
U l 0 TX» #2 Z| 二 | ws 2 Zz2 1. 1 0 2 
] 0 -二 | yf3 必 3 La 4 3 2 0 ] l 


因而 得 方程 组 
之 1 十 Za 一 如 


2 一 2 一 
之 1 X33 一 2a 一 
(1) 
2 十 y3 一 I 一 
2 - 9 一 
Da 一 83 一 A3 


念 册 二 如 二 y= 二 1, 解 得 1 二] ,Ts 二 1,73 二 0,z1 一 2,Z2 二 1 ,8 一 0, 这 组 
值 使 P 的 行列 式 |P| 关 0, 故 el 二 el 十 ez ,ez 一 el1 十 ez 十 e3,e; 一 2e1 十 es 
是 V 的 一 个 基 , 而 o 在 此 基 下 的 矩阵 是 B, 从 而 4,B 相似 ,上 且 从 @， 
e2 ,23 全 | e 1 ,e'2,e'3 的 过 渡 矩 阵 为 


] 1 2 

P= |Il1 1 1 

0 1 0 

而 8 二 P714P. 
例 7 证 明 
1 入 
A | 与 加， z 
人 入 


相似 ,其 中 12 9 ,1 ) 是 (1 A ,1 的 一 个 排列 . 
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证 明 设 % 维 线性 空间 Vv 的 线性 变换 o 在 某 基 eyez，……e 之 
下 的 矩阵 为 


人 
42 
si 
A 
则 o 在 基 6 ,e,,…,e. 下 的 矩阵 为 
入 
入 
B = 
A 


上 4,8 是 辣 一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 ,因此 4 与 8 相似 . 
三 、 线 性 变换 的 核 与 值 域 
例 |8 设 eyezy eye 是 数 域 P 上 四 维 空 间 了 的 一 个 基 ， 已 知 线 


性 变换 o 在 此 基 下 的 矩阵 为 
1 0 2 1 
-1] 2 1 3 
1 2 5 5 
: 2 -2 1 -2 
求 的 核 与 值 域 . 


解 Ker(o) 二 {aE€V|o(a)=0),a€ Ker(o) 的 充 要 条 件 是 ， 
ra) 一 0. 若 acEKer(r)， 今 


1 


二 (gi £29 63524) 
则 
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炎 1 | 


Ts Ls 
ov(a)=o( (el,e2, e364) ) 一 (e1,e2,8364) 4 
3 13 
Ta 之 4 
] 0 2 i w]1 
-] 2 1 3 £2 
] 凡 一 一 口 ， | 一 
这 王 | 2 5 5|， 自 "(0 一 得 4 
2 -2 1 -2 ra 
0,1)，, 即 Ker(c) 的 基 向 量 的 坐标 ;因此 四 一 一 2 一 二 eaw= 


2 

一 上 一 2o 十 8 是 Ker(c) 的 一 个 基 ,所 以 Ker(o)= 二 上 L(al,02). 

Im(0o)=o(V)=L(o(e),o(82) ,0(6) ,0(e)) ,Mmo (sl), ole), 
0(es),0(e4) 在 &;e&z,es924 下 的 坐标 分 别 为 矩阵 4 的 第 1,2,3,4 列 . 
由 于 4 的 秩 为 2 故 vz(81),o(es),0o(e3),0(a4) 的 秩 为 2, 又 4 的 第 1 列 
与 第 2 列 线性 无 关 , 故 o (a),olez) 是 o (7 ) 的 一 个 基 , 即 Im(o)= 
Ll(o(e) ,ol(e,)). : 

由 本 题 可 以 总 结 出 求 线性 变换 的 核 与 值 域 的 方法 :(1) 求 线性 
变换 o 的 核 就 是 解 相应 的 齐 次 线性 方程 组 4X=0( 其 中 4 是 o 在 
给 定 基 下 的 矩阵 ) ,该 方程 组 的 基础 解 系 便 是 Ker(o) 的 基 问 量 在 
给 定 基 下 的 坐标 . (2) 求 o 的 值 域 Im(o) 的 基 , 只 须 求 出 4 的 列 向 
量 组 的 极 大 无 关 组 便 是 Im(c) 的 基 辐 量 在 给 定 基 下 的 坐标 . 

例 9 设 v 是 数 域 P 上 线性 空间 7 的 线性 变换 , 行 了 (z)，9(z) 
Ep[zj,h(z) 二 f(x)g(zx) ,证 明 ， 

(1)Kerf (0o)+Keryg(o)C Kerh(o); 

(2) 若 (f(x),g(7x))= 二 1, 则 Kerj(o) 十 Kerg(o) 一 Kerkh(o)， 

证 明 (1) 若 aE€ Kerf (co) 二 Kerg(o) 则 @==o 十 oy, 01E€ 
Kerf(0) ,a EKero(o),[WH flo)(o) 二 0,g(0o)(@;) 二 0, 于 是 
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h(o) (a)=h(o) (ot oa)=h(0) (om) h(o) (Co) 
=f(o)g(o) (a) tf(o)g(o) (0,) 
—g(o) (fo) (0))Tf(o) (go0) (0a)) 
=y(0) (0)+f(0) (0)=0 
所 以 ,aE Kerh(o). 
(2) 由 (1) 知 ,只 须 证 Kerf (0) + Kerg (0) >Kerh (0). 荐 aE€ 
Kerh(o), 则 h(o) (a)=0. 
因 (f(z),g(z))==1, 存 在 u(x) ,v(x)EPlLzj], 使 
frz)ztz) 十 9(z)DCZ) = 1 
从 而 flo)u(o)+g(o0)v 0) 一 ! 
十 是 得 
0 =iQa=(f(0)u(0)+g(o0) v0) ) (a) 
=f(o)u(o) (a)+g(o)v (0) (a)=ao 
其 中 @1==g(0)v(0) (a) ,qz 二 了 (o)u(o)(a), 因 
f(o) (a)=f(0)g(o)v(o) (oe)=v(0) (fo)g(0) (a)) 
~v(0)(h(o) (a))=v(0)=0 
所 以 a: E€ Kerf (0o), 同 理 可 证 o E Kerg(o), 人 了 从 而 a€ Kerf (0o) 十 
Kerg(o ). 
例 10 设 019024 "0 是 线性 空间 V 的 线性 变换 , 它 满足 ， 
(1)o?=o, (1=1,2,.,t) 
(2)oioi 一 0， i (1,)=1,2,,t) 
证 明 『 必 可 分 解 为 
一 of 十 of 十 …… 十 o 十 由 olo) 
证 明 令 十 cz 十 … 十 rm 一 ,YaE7 则 
a 一 以 0 一 和 Ca) 十 (一 0)Ca) 
一 Oo 十 OoCo) 十 和 十 OrCa) 十 (人 一 ICQD) 
而 oi(C4G 一 0)(o)) 一 Oo) 一 (ol 十 oo 十 … 十 co 一 0 
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所 以 (一 cc)(o)Eor0) 4 一 1 2 mt， 即 ( 一 5)wE 
六 or ,从 而 aeE or 十 oy 十 十 or 十 hor500)， 故 了 Sep 
1=— 1 . i 二 1 


+… 二 or 十 站 or71(0). 人 V 过 aV 十 … 十 0 十 介 o71(0) 于 是 f 二 
i= 1 t= |] 
rn 十 … 十 oy 十 站 or1(0). 
i= 1 


其 次 , 若 a€ Co 十 … 二 0) 站 ( 间 or1C0)), 则 
2 一 0Oi(al) 十 十 of(ay) 
且 oo) 一 … 一 o(o) 一 0, 于 是 
0 一 oo) 一 ior(Cal) 十 … 十 oa) 十 … 十 CeCae) ) 
一 Offa) 一 0ifol) (1—= 1 ,2,°°,t) 
所 以 a 二 0, 即 
Cat to NN oC0)) ={0) 


又 车 pE ov mo 十 … 十 o 下 十 mi 十 十 oy 十 和 or1(0)) 

则 

6 一 op) 王 op 十 … 十 ci 十 ciC83D) 十 …… 十 

o(pB)+P 

其 中 o(p)Eor,p E nor'(0), 故 

pb =o0(p)=ot (Pp)=o0(0 (Bi) tT oi (ht) ot 

(5 十 … 十 op 十 厅 ) 一 0 

所 以 oz 站 Co 十 … 十 -十 niF 十 … 十 ol 十 站 or5(0)) 一 人 0) 


(一 1,2,… ,1 故 8 一 8 十 oag 十 … 十 oz 十 ior(0)， 
四 、 特 征 根 ,特征 向 量 和 不 变 子 空间 
例 11 设 0o 是 R 上 线性 空间 忆 的 线性 变换 ,Y a==(z,y,2)E€E 
Ri,o(a)=0(7,y,2)—= (2yz, —27 32,—7— 3y), 求 的 特征 各 
特征 向 量 . 
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解 取 民 的 一 个 基 = (1,0,0),e, 二 (0,1,0)， “= (0, 0， 
1) , 则 o 在 此 基 下 的 矩阵 为 
f0 2 1 
-2 0 | 


-1 -3 0 
解 方程 |148 一 4|= 二 0 得 为 =0, 和 为 二 V14i, 为 二 一 V141i; 它 们 是 
4 的 特征 根 ,o 在 R 内 的 特征 根 为 4=0. 


网 一 


Xi1 


(0E 一 A) 二 0 


2 


3 


一 27,— 73 二 0 
2z1 一 373 一 
ZL 十 372 二 0 
的 基础 解 系 为 (3, 一 1,2) ,于 是 4 的 属于 一 0 的 全 部 特征 向 量 为 
{k(3, 一 1,2) |#E R,k 关 0}. 而 0 的 属于 4=0 的 全 部 特征 阿 量 为 
{3ie ,一 je; 十 2ke [KE REO0). 
由 此 例 知 , 求 数 域 P 上 线性 空间 的 线性 变换 o 的 特征 根 以 及 
特征 癌 量 可 按 下 列 步 缀 ， 
(1) 取 定 玉 的 一 个 基 , 求 出 o 在 此 基 下 的 煽 阵 4， 
(2) 求 出 矩阵 4 的 特征 根 ,其 中 属于 数 域 P 的 就 是 o 的 特征 


即 


根 ; 
(3) 若 4 是 o 的 特征 根 , 求 出 4 的 属于 4 的 特征 向 量 ,就 是 o 
的 属于 ， 的 特征 向 量 在 给 定 莽 下 的 华 标 ,从 而 求 得 了。 的 属于 4 
的 特征 向 量 . 
因为 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 和 特征 根 , 而 同一 个 线性 
变换 在 不 同 攻 下 的 第 阵 是 相似 的 ,因此 ,用 上 述 方法 求 线性 变换 的 
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特征 根 与 基 的 选取 无 关 . 

例 12 设 f(z) 是 数 域 P 上 的 二 次 多 项 式 , 在 己 内 有 互 异 的 根 
zyzz.0 是 数 域 P 上 线性 空间 了 的 线性 变换 ,zc 天 zi 一 1,2) 且 满 
是 f(o)==0. 证 明 z1 守 zz 是 o 的 特征 根 ,而 V 可 分 解 为 o 的 属于 久 i， 
tz 的 特征 子 空间 的 直 和 . 

分 析 应 用 f(x) 一 04Z 一 21)(07 一 22)(02 天 0 ,aC P) 和 和 f(0)=al(o 
一 711) (0 一 724) 二 0 证 存在 BEV,B 关 0, 使 op 二 zp. 义 V, 二 Ker(o 一 
Tt1t) ,Vs — Ker (0— 72t) ; 仪 须 证 V==Ker(o 一 210) 十 Ker(o 一 220). 

证 明 设 f(x)==a(z 一 21) (2 一 z2), 则 有 (0) 二 a(0o 一 210) (0 一 7321) 
一 0, 因 cz 尖 zz 所 以 cc 一 zt 天 0 存在 acE7，,oa 天 0, 使 (一 zz0 (a) 关 0. 
令 5p=-(c 一 zz0(a) , 则 

(o—zr1t) 8 一 (co 一 2 一 01)a 一 0c 一 0 
所 以 cp 一 zip,z 是 ve 的 特征 根 , 同 理 可 证 zz 是 0 的 特征 根 . 
其 次 ,存在 uCz),v(z)EPlzj, 使 (xz 一 zau(z) 十 (x 一 22)2(z) 二 
1 所 以 (oo 一 zi1Du(o) 十 (0 一 zzD)2(0)=1yY a€EV, 
一 1 一 (一 202UC0)0G 十 (一 2o0DCOD)G 
一 0 十 02 
其 中 ai 一 (一 zz020o)ayas 一 (0 一 ZUC0)a 而 
(cc 一 Zi 一 (0 一 210DCCI 一 Z2t)DCI)a) 
=v(0) 0a) (0—z20)0) =v(0) (0)=0 
所 以 mE Ker(o 一 xz11) 二 V, , 同 理 a:€ Ker (0 一 zzt) 一方,， 从 而 了 S 
V, FV ,VV 是 V 的 子 宇 间 , 故 V=V, 十 V,,. 
车 BEV, 败 V,, 则 
(cc 一 205 一 (cc 一 208 一 (0 
所 以 oh6 二 2p 二 zzB, 豆 (zi 一 Zz2)B=0. 由 了 关 t2 知 8 二 0, 故 VY 有 
V, = (0) ;从 而 V=V, 十 7 

例 15 设 r 是 实数 域 尺 上 = 维 线性 空间 7 的 线性 变换 ,2ER， 

试 证 了 的 子 集 柬 = {aE€8V1(o 一 "ga 二 站 是 o 的 不 变 子 空间 ; 
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证 明 先 证 W 是 V 的 子 空间 .Y a,hEW,kER, 因 为 
(o—AM) "Cat+p)= (0 Hat (om—h)"p=0 
所 以 a 十 BEW.， 
(oo— A (ka) =r((o— 0A) "ga)=0 
所 以 ka€EW,W 是 VV 的 子 空间 . 

又 Y aEW,(o—M)(og)=o((0—€X)"a)=0(0)= 二 0, 所 以 va€ 
W,W 是 V 的 0- 子 空间 . 

不 变 子 空间 是 一 个 重要 的 概念 ,因为 了 的 线性 变换 在 它 上 面 
能 诱导 出 一 个 线性 变换 , 处 理 某 些 证 明 题 时 ,利用 这 一 点 会 使 问题 
简化 . 它 的 重要 意义 还 表现 在 简化 线性 变换 的 窍 阵 上 . 

例 14 复数 域 上 阶 和 矩阵 4,B,C, 若 4B 一 B4=C,C 与 4,B 可 
换 , 证 明 C 的 特征 根 全 为 0. / 

分 析 ”为 了 证 明 结论 ,可 以 利用 矩阵 与 线性 变换 间 的 对 应 关 
系 把 问题 转 到 线性 变换 然后 加 以 解决 . 

证 明 取 复 数 域 上 线性 空间 了 的 一 个 基 = ,… ,e,. 设 线性 变换 
oy7, 在 此 基 下 的 撼 阵 分 别 为 4,B,C, 则 有 or 一 ro 二 4, 且 ww 写 0,7 
可 换 

设 4 是 4 的 特征 根 ,V; 是 4 的 属于 4 的 特征 子 空间 , 则 VY; 是 
4- 子 空间 , 且 Hp 一 妈 | =—H 是 V, 的 线性 变换 , 它 在 V7 的 基 Bp.，… ,ph 
下 的 候 阵 为 48,. 

Y aEV,,Wa 二 ha; 所 以 u(oa)= 二 o0(10) 二 N00(@), 即 caEV;, 邦 六 
也 是 o- 子 空间 , 同 理 可 证 V; 是 7- 子 空间 . 令 ri 一 oo 二 70; 则 
0oyT0 是 六 的 线性 变换 , 且 ooro 一 Tooo 一 上 . 设 oo;T0 在 基 Do ， pb, 
下 的 矩阵 分 别 为 4o,Bo 则 hoBo 一 Boho 二 4B,, 从 而 4 二 Tr (48,) 二 Tr 
(hoBo 一 Boho) 二 0,s 关 0, 所 以 4==0. 而 在 复数 域内 线性 变换 与 所 对 
应 的 矩阵 的 特征 根 是 一 致 的 ,所 以 C 的 特征 根 全 为 0 

例 15 设 了 是 复数 域 上 的 * 维 线性 空间 ,c 是 7 的 线性 变换 ， 
0 在 基 a,，… ,a 下 的 窍 阵 为 
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| 
> 
” 全 
Co 


0 0 .. i 0 
0 0 » 1 A 
VS=L(o pion i sO) 1=1,2, ,Nn 
证 明 ;(1)V; 是 4- 子 空间 . 
(2) (oc 一刀 )'a= 二 0 的 充 要 条 件 是 aET;, 其 中 aET. 
(3)o 的 任 一 个 m 维 不 变 子 空间 WV, ,1 过 m 寺 nn. 
(4)o 除 V; 之 外 没有 其 它 非 零 不 变 子 空间 . 
分 析 为 了 证 明 V; 是 0o- 子 空间 ,只 须 证 明 V; 的 生成 元 
Qiti9"… oO 在 (0 一 入 ) 之 下 的 象 在 V; 中， 
为 了 证 明 WW 汪 V= 二 LL(0_nris ,0 )， 只 须 证 0 一 m+19 On 


证 明 (1) 由 已 知 oa 一)o 十 eyeas 一 hm 十 ooa， :一 
Ma 1 十 ,00 一 00 如 (一 抒 )ai 一 0 一 1 2 一 1 (一 Man， 
一 0, 所 以 (0 一 可 og-_inEVik 二 1,2,… 9 故 记 是 (ec 一 和 0)- 子 空间 . 
于 是 VY aeE 广 , 因 (Cc 一 MX)aEP, 即 oa 一 MoE 天 日 ME 天 所 以 ooE 
VV 是 0o- 子 空间 . 


(2) 充 分 性 ” 设 a€ETW, 则 a Doo, 
(0— AM)'g = (oC Daa = Duco MI) ob 一 0 
必要 性 设 4= Pam 
(og— HU)'a 一 (ea)'C Da) -ac 一 ia 


一 一 上 0 一 六 
二 一 工 
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所 以 ,一 0 一 1 2 一线 


0 一 Se 十 下: 十 on EV 
= 
(3) 因 L(G ma ,on ) 天 开 ,向 dim 开 =—m,dimL(o_ 0 ) 


二 m1] ,所 以 必 存 在 5E W,BEL(a, n+3 ,… sm ) 因 此 p= 和 to 
中 至 少 有 一 个 tj 尖 0， 1 二 ) 委 1 一 似 十 1 , 设 硬 ee ,中 非 霉 的 下 标 


最 小 者 是 5， 即 上 和 0 ,而 上 一 0,1 和 ts<a 一 nm 十 1, 则 8 一 dia， 
因 op EW 即 (o 一 和 4)BEW, 所 以 (o 一 入 )-pEW, 即 


(0— 4)" Othe) 二 4 芳 . 从 而 a, EW 
(0— Xpoto tt EW 
所 以 oi EW. 
(0o— A p= ti 1tr20 EW 
所 以 w-:E 下 ,这 样 继续 做 下 去 ,最 后 
(Oo— A mfp=t mdr md) 二 十 om DEW. 
所 以 o_o-DEW,. 才 (onantis** ,0 ) =V SEW. 
(4) 若 WW 是 7 的 m 维 不 变 于 空间 , 则 WOV,, 叉 dimW 一 dimV，。 
一 及 ,所 以 丈 王 请, 因而 和 没有 其 它 的 非 零 不 变 子 空间 . 
五 、 线 性 变换 的 对 角 化 
例 16 o 是 复数 域 上 线性 空间 了 的 线性 变换 , 它 在 一 个 基 下 
的 夭 阵 分 别 为 


0 0 1 [3 1 0 
(1)10 1 0|，(2)1-4 -1 0 
1 0 0 4 -8 -2 
判断 上 述 线性 变换 可 否 对 角 化 ? 


解 (1) 首 先 求 出 o 的 特征 根 . 由 于 在 复数 域内 “ 与 其 对 应 的 
定 阵 的 特征 根 一 致 ,只 须 求 它 的 怎 阵 的 特征 根 . 由 
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A 0 -| 
aE—Al=|10 il 0|=0 
-1 0 A 
解 得 入 二 1( 二 重 根 ) ,入 二 一 1. 
其 次 , 解 齐 次 线性 方程 组 
(AB—A) |z,|=0 (1) 


以 确定 VV ,VV 的 维 数 . 由 于 (1) 的 系数 矩阵 在 4 二 1 时 的 秩 为 1, 故 
解 空间 维 数 即 7; 的 维 数 为 3 一 1==2 且 由 (1) 得 属于 特征 根 1 的 线性 
无 关 的 特征 阿 量 为 6 二 1 十 6 二 6&2; 而 在 人 二 一 1 时 解 空间 维 数 即 
V, 的 维 数 为 1 且 属 于 特征 根 一 1 的 线性 无 关 的 特征 同 量 为 6;==1 一 
se, 所 以 dimr 一 2 一 入 的 重 数 ;dimr, 一 1 一 ?2 的 重 数 . 由 o 可 以 对 
角 化 的 充分 必要 条 件 知 0 可 以 对 角 化 ,o 在 基 ceoycs 下 的 下 阵 为 
对 角形 , 且 


7 47 = 


1 0 
0 1 
1 0 
1 0 

一 |0 1 

0 0 -1 
(2) 首 先 求 出 o 的 特征 根 入 ==1( 二 重 ), 入 = 一 2. 由 于 对 于 特 

征 根 为 的 特征 子 空 间 TV; 维 数 即 和 8 一 4 的 秩 为 1, 小 于 罗 的 重 数 ， 

故 o 不 能 对 角 化 . 

一 般 而 言 ,判断 数 域 P 上 线性 空间 V 的 线性 变换 o 可 否 对 角 

化 的 步骤 是 ， 

(1) 取 V 的 一 个 基 , 计 算 o 关 于 此 基 的 矩阵 4 的 特征 多 项 式 
fa(4)= 14BE—Al|. 
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(2) 求 出 f4( 和 的 根 入 GG 二 1,2,… ,n) ,如 某 个 和 EP, 则 不 可 
对 角 化 . 

(3) 右 2EP, 则 入 均 为 c 的 特征 和 根 ,确定 (4B 一 4)X 一 0 的 解 宇 
同 的 维 数 即 特征 子 空间 VV 的 维 数 ， 

(4) 如 dimV; 与 4 的 重 数 相等 , 则 o 可 以 对 角 化 ,否则 不 可 对 
角 化 . 

例 17 ” 设 ciyc: 为 上 * 维 线性 空间 『 的 两 个 线性 变换 ,和 且 ol 有 
z 个 不 同 的 特征 根 ,o10; 二 0201, 试 证 :V 有 以 92 的 特征 癌 量 构成 的 
基 , 旦 0 的 特征 向 量 也 是 0; 的 特征 向 量 . 

分 析 ” 若 能 说 明 V 有 一 个 基 恰 为 oz 的 特征 向 量 ， 刚 策 论 的 前 
半 部 分 得 以 证 明 . 

结论 的 后 半 部 分 只 要 证 明 : 任 取 0 的 特征 问 量 a, 有 020== pa 
即 可 . / : 

证 明 . 因 有 # 个 互 异 的 特征 根 , 故 o 可 以 对 角 化 , 即 存 在 『 
的 一 个 基 6 ,…,e,, 使 mw 在 此 基 下 的 官 阵 4 为 对 角形 , 设 


和 


设 cz 在 此 基 下 的 定 阵 为 B, 由 oioz 一 col, 知 4B= 二 84, 于 是 B 
也 是 对 角 阵 , 设 


Ml 


/ / pr 
则 02 (B19°"° ,2 ) = (el ,2 ) BN O28 二 W891 二 129 呈 og 牙 861 y'sE 
是 0 的 特征 向 量 ,构成 V 的 一 个 基 : 
XX V=V; 十 … 十 VV 是 中 的 属于 入 的 特征 子 空间 , 均 为 一 
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维 子 空 间 . 设 "是 "的 特征 向 量 , 令 “ 属于 特征 根 2, 则 we 户 于 是 

有 | z 
qi(020) =02(010) =—02(ha) =h(020) 

所 以 ozaET'; ,但 VW; =L(a) , 故 ozc 一 pa 是 02 的 特征 根 ,o 是 oz 的 

属于 4 的 特征 向 量 , 于 是 0 的 特征 向 量 也 是 0: 的 特征 向 量 . 


$ 2 正 交 变换 与 对 称 变换 


基本 概念 与 结论 


一 、 正 交 变 换 及 其 性 质 
1， 欧 氏 至 同上 节 的 线性 变换 o 称 为 正 交 变换 ,如 果 它 保持 向 量 
的 内 积 不 变 , 即 V oa,pEF 有 (oa,0p)=(a,p). 
2. 若 o 是 pn 维 殉 氏 空 间 V 的 一 个 线性 变换 , 则 以 下 命题 等 价 ; 
(1)o 是 正 交 变 换 . : 
(2)o 保持 癌 量 的 长 度 不 变 , 即 Y aEV ;5 有 |oal=|al. 
《3)o 把 VY 的 一 个 标准 正 交 基 映 射 成 一 个 标准 正 交 基 . 
(4)o 不 改变 二 回 量 间 的 距离 , 即 Y a, BET,， 
loa—op|=|a—p|. 
(5) 在 一 个 标准 正 交 基 下 ，,c 的 矩阵 为 正 交 和 矩阵 . 
3， 硅 0 在 标准 正 交 基 下 的 正 交 和 矩阵 4 的 行列 式 |4| 二 1, 则 称 
0 为 第 一 类 正 交 变换 (或 旋转 ) ; 若 |4|== 一 1, 称 0 为 第 二 类 正 交 变 
换 ,第 二 类 正 交 变换 以 一 1 为 其 一 个 特征 根 ， 
二 、 正 交 和 矩阵 的 若干 性 质 
关于 正 交 阵 的 性 质 前 面 已 有 所 提 及 ,这 里 ,将 集中 地 列举 如 下 
有 关 性 质 . : 
1， 设 4= (oj) 是 ” 阶 实 矩阵 , 则 下 述 命题 等 价 ， 
(1)4 是正 交 第 阵 . 
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1 当 i=] 1 当 i=) 
(2) ene = te 当 ;天 或 > 一人 当 ;天 
(3)A'A=8E. 
(4)4 的 行 ( 列 ) 向 量 组 是 Rr 的 一 个 标准 正 交 基 . 
(5)4 是 从 欧 氏 空间 的 标准 正 交 基 到 标准 正 交 基 的 过 渡 知 阵 . 
2. 正 交 和 矩阵 的 行列 式 为 土 1. 
3， 正 交 惩 阵 可 逆 , 且 其 逆 仍 为 正 交 称 阵 . 
4， 两 个 正 交 和 矩阵 之 积 仍 为 正 交 知 阵 . 
5， 正 交 和 矩阵 的 特征 根 的 模 为 ]. 
三 、 对 称 变换 及 其 性 质 
1. 欧 氏 空间 F 的 线性 变换 o 称 为 对 称 变换 ,如 采 Y a,8ET 有 
(o(a) ,pb)= (a,o(p)). 
2. 0 是” 维 欧 氏 空间 的 线性 变换 , 则 以 下 命题 等 价 : 
(1)o 是 对 称 变 换 . 
(2)o 在 一 个 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 实 对 称 定 阵 . 
(3)c 有 7 个 两 两 正 交 的 特征 向 量 . 
3. 实 对 称 阵 的 属于 不 同 特征 根 的 特征 癌 量 正 交 . 


应 用 举例 


例 1 设 是 欧 氏 空间 了 的 一 个 变换 ,证 明 ,如 果 v 保持 内 积 
不 变 , 那 末 它 一 定 是 线性 的 ,因而 它 是 正 交 变换 . 
分 析 ” 按 定义 ,如 果 o 是 保持 内 积 不 变 的 线性 变换 , 那 末 是 
正 交 变换 . 因而 只 须 证 c 是 线性 变换 . 
证 明 Va,BEV,KER 
(ol(ai+ PB)—oa—op,ol(at+ph)—oa—op) 
二 (go(a 二 Bp),o(a 二 Bb)) 一 (ola 二 +p) ,oa)— (ol(at+B),op) 
(ga,o(a+p))+ (oa,00)+ (oa,0p)— (opso(at Bp))+ 
(op,oa)+ (op,08)=0 
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所 以 ,o(a 十 1)= 王 ca 十 rp. 同样 可 得 (io) 一 和 (ao). 故 和 是 上 的 保持 
内 积 不 变 的 线性 变换 ,从 而 r 是 了 的 一 个 正 交 变 换 ， 

例 2 在 n(x 二 2) 维 欧 氏 空间 中 ,5 是 回 量 集合 ,其 中 有 % 一 1 
个 线性 无 关 的 向 量 , 又 设 非 零 回 量 a 与 5 中 每 一 疝 量 正 交 .着 V 上 
的 线性 变换 o 把 S 的 每 一 个 向 量 5 变 成 有 ,而 把 c 变 成 一 a, 试 证 o 
是 正 交 变换 / 

分 析 ”由 正 交 变 换 的 等 价 命题 ,只 须 证 o 把 的 款 准 正 交 基 
变 成 标准 正 交 基 . 为 此 从 5 的 x 一 1 个 线性 无 关 的 同 量 来 构造 V 的 
标准 正 交 基 . 

证 明 设 o,……o-: 是 $ 的 ?一 1 个 线性 无 关 的 风量 , 令 MM 二 L 
(aa-1), 则 HH 是 了 的 "一 1 维 子 空间 且 a ,…,0.-! 是 M 的 一 
个 基 . 经 正 交 化 可 得 M 的 一 个 标准 正 交 基 1 9 ”9 和 一 | 此 基 可 扩充 
为 了 的 标准 正 交 基 , 因 “ 与 M 正 交 ,所 以 a 与 (i=1,…,n 一 1) 正 
交 , 将 a 单位 化 得 TT, 则 一 及 计 ,,%-1, 一 是 
V 的 两 个 标准 正 交 基 . 由 题 设 ,o (nn) 二 轴 ,0 (1) 二 加-1,0《%) 
二 一, 即 o 将 V 的 标准 正 交 基 变 成 标准 正 交 基 , 故 o 是 正 交 变 
换 . 

例 3 若 " 是 " 维 欧 氏 空间 了 的 一 个 反对 称 变换 ( 即 满 足 条 件 : 
VY a,BEV 有 (co 5) 一 一 (ap) 的 线性 变换 ) 则 (一 c) (十 c) 一 是 『 

分 析 “为 证 明 (: 一 c) (十 c)-! 是 正 交 变换 ,可 证 它 在 节 的 一 个 
标准 正 交 基 下 的 搜 阵 是 正 交 征 阵 . 

证 明 设 e,…,s 是 了 的 一 个 标准 正 交 基 , 且 在 此 基 下 的 
起 阵 是 A= (ai), 则 o 一 (ayc(eih)) 一 一 (人 (ty 2) 一 一 (5 0(05)) 
一 一 qi, 故 4 是 实 反 对 称 窍 阵 ,于 是 一 1 不 是 4 的 特征 根 ( 第 四 章 例 
3)，, 从 而 (8 十 4) 一 有 意义 .由 于 (一 c) (十 co 一 :在 ee 之 下 的 
矩阵 是 (8 一 4)(E 十 4)…!, 而 
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[CE—A)(E+A) TLE—A(E+A)!] 
=[(E+A)-IY CB A) (BE— A)(E+A)-! 
=[(E+A)']-'i(B+A)(E—A) (B+A)-! 
=(E—A) (EB—A)(E+A)(E+A) =E 

所 以 (8B 一 4)(E 十 4)-! 是 正 交 和 窍 阵 , 故 (一 0) (十 0)-! 是 正 交 变换 ， 

又 因为 

4 一 和) 十 0) 一 十 : 
一 人 一 和) 十 5 一 十 (十 0 十 0 一 一 200 十 CD) 一 

所 以 对 V 中 任意 非 零 向 量 a, 有 [CG 一 0)G 二 0) 十 刷 (a)==21(i 十 
0)-1(@) 关 0, 因 此 (一 0) (十 0)-i(a) 关 一 a, 这 说 明 一 1 不 是 正 交 变 
换 ( 一 go) (十 9) 的 特征 根 , 从 而 (一 0) (十 o)"! 是 一 个 旋转 . 

例 4 设 o 是 n 维 欧 氏 空间 FP 的 一 个 线性 变换 ,a ,…,a, 是 V 
的 一 个 基 ,c 在 此 基 下 的 怎 阵 为 4, 基 a1,… ,a 的 度量 定 阵 为 6, 证 
明 :c 为 对 称 变换 当 目 仅 当 4G= 二 G4. 

证 明 设 a,BETV, 则 

| 


0G= (Qs ,Oe) ] : 


令 X= 


风 (gab)= (AX,Y)= (AX)'GY = X’A'GY 
(a,0p)= X'GAY 

所 以 o 是 对 称 变换 当 且 仅 当 和 4G7 王 和 G47 , 即 41G= 二 GAh. 

例 5 设 c 是 zx 维 欧 氏 至 间 的 一 个 线性 变换 ,证 明 :c 为 对 称 
变换 当 且 仅 当 cc 有 7? 个 两 两 正 交 的 特征 癌 量 . 

分 析 “充分 性 的 证 明 只 须 找 到 了 的 一 个 标准 正 交 基 , 使 r 在 
此 基 下 的 矩阵 是 实 对 称 阵 . 
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必要 性 的 证 明 只 须 找 到 了 的 由 的 z 个 特征 癌 量 构成 的 标准 
正 交 基 . 

证 明 充分 性 ”由 已 知 有 % 个 两 两 正 交 的 特征 癌 量 woaz， 
… ,Cn， 由 | Co) 一 alt 一] 2, ,Nn), 令 9 一 [2T，, 则 N19 029 是 
六 的 一 个 标准 正 交 基 . 由 


7 ) = ) 一 TaTo(%) 一 于 二 (i=1,2,. 1) 
yy UO 在 /PA i 六 之 下 的 矩阵 是 实 对 称 阵 : 
和 
和 


从 而 o 是 对 称 变换 . 

必要 性 设 r 是 对 称 变换 ,eye，…e 是 欧 氏 空间 的 一 个 标 
准 正 交 基 ,c 在 此 基 下 的 矩阵 为 4, 则 必 有 正 交 和 矩阵 8, 使 9-148 为 
对 角形 , 设 

Ai 
人 
4 49 = 
) | 
其 中 和 (= 二 1,2,…,n) 是 4 的 特征 根 , 仿 (W 7) 一 (ye 
ea)Q, 则 沪 ,m，,…,m 是 标准 正 交 基 , 且 
om smn ) =0 (ee ,EQ | =o (ee ,Es)0 


一 《3 9 E29"°"° 2) AQ =— (7i » 72 》 ‘V1 AQ 
1 


A2 
一 《7 Ne sn ) 


$22 


所 以 ;0( 衣 ) 二 为 轩 ,1 二 12 ,…*,, 民 六 是 cc 的 个 两 两 正 交 的 特征 辣 
量 . 

例 6 设 Oy CO 9 Os 和 Pi, bz ,ps 是 欧 氏 空间 六 的 两 个 标 
准 正 交 基 . 者 了 的 一 个 正 交 变换 ,使 v(ob) 王 请, 则 忆 Ccas，…yooo) 
=L(p:,*… ,Pp,). 

分 析 ”由 于 LComs，…,o0m) 与 L(p,…,P.) 的 维 数 都 是 4 一 1， 
欲 证 它们 相等 只 须 证 它们 之 间 存 在 包含 关系 即 可 . 

证 明 由 于 ma,…o 是 了 的 一 个 标准 正 交 基 ,ec 是 正 交 变 
换 , 故 oa,ca，…co 也 是 了 的 一 个 标准 正 交 基 . 假设 从 标准 正光 
基 P,P,,… ,Pp, 到 标准 正 交 基 oo,car，…coa 的 过 渡 和 矩阵 是 了, 则 
(oal,oaz O00) 二 (Bi pro Bp)T,T=(t,) 是 下 交 窍 阵 . 因 om 二 
让 所 以 击 二 1 机 二 0 二 2,…,n). 由 7 是正 交 窟 阵 基 1 十 二 十 … 十 
如 一 1, 故 必 一 0(0 一 2 2) ,因此 

1 0 oa “全 


0 t,» 网 bn 
从 而 0o@j== 刀 十 … 十 刀 忆 (j= 2,. ,7 ) , 故 大 (cas ,O00 )C 
L(p, +""*y pb. ) 9 XdimL(oa; »*** sO0,) ~dimL(p, +"*° ,Bb ) ;所 以 
了 (oaz sy om) = Lp,, ,pp,). 


“8 3 线性 映射 空间 


一 、 线 性 映射 的 定义 及 基本 性 质 
定义 1 设 了 ,是 数 域 P 上 两 个 线性 空间 , 行 喘 射 :7 一 >V 
满足 条 件 
ICaa 十 55) 一 aa 十 5r1 
其 中 a,8EP,a,BET, 称 o 是 V 到 VV 的 一 个 线性 映射. 
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当 T 一 六 时 , 是 了 的 线性 变换 . 当 工 = 忆 时 称 “ 是 [上 的 一 
个 线性 函数 (或 线性 泛 孙 ). 

与 线性 变换 类 似 , 由 定义 容易 得 到 线性 映射 的 于 述 简单 性 质 : 

(1)o(0)=0. 

(2)o 将 了 的 线性 相关 的 回 量 组 变 为 二 的 线性 相关 的 后 量 组 ， 

(3) 若 广 是 了 的 子 空间 , 则 of =(caleE 广 是 二 的 子 空间 , 特 
别 地 ,oF 称 为 了 的 值 域 , 记 为 InCo)，, 印 

Im(o)=oV= {oa|aETV) 

(4) 若 太 是 广 的 子 空间 , 则 {EEV1ot€EW) 是 1 的 子 空间 ,特别 
地 ,V' 的 零 子 空间 在 o 作用 下 的 原 象 的 集合 称 为 oc 的 核 , 记 廊 Ker 
《cc), 即 

Ker(o)= {aE€T|oa=0} 

(5)c 是 满 射 当 且 仪 当 Im(o) = 二 V ;0 是 单 射 当 且 仪 当 Ker (0o) 
二 {0}. 

(6) 当 T 是 数 域 P 上 的 « 维 线性 空间 时 .有 维 数 公式 ，: 

. dimIm (0o) dimKer(o)=n 

二 、 线 性 映射 的 和 矩阵 

定义 2 ” 设 是 数 域 上 的 * 维 线性 空间 工 到 m 维 线性 空间 
广 的 一 个 线性 映射 ,ep 2 各 态 , 和 hp;… ,hs 分 别 是 让 和 广 的 基 ， 
且 

Ia) 一 ai 十 az 名 十 十 arl7r 
Of(e2) 一 01277 十 922 信 十 … 十 Ga277m 


0 (8 ) = qn 二 G240)2 十 :十 Gms Tm 
用 矩阵 乘法 表示 为 
Ia) 一 (oalyaez 08) = (Ns, Tm ) A 
其 中 4= (a )w € P"*"， 称 4 为 线性 映射 c 关 于 基 。 ,2 和 
7 … 和 7 的 矩阵 . 
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定理 ] 在 V,V 的 给 定 基 下 ,线性 映射 对 应 其 矩阵 的 映 魏 为 
双 射 . 
证 明 由 定义 2 在 V,Y 的 给 定 基 下 ,线性 映射 有 了 唯一 确定 的 


起 阵 与 之 对 应 . 反之 ,VY 4== (a;)E€ Pa 一 这 zs, 规定 0 (0) 一 


写 aicim, 则 o 是 PF 到 的 一 个 线性 映射 , 它 关 于 给 定 基 的 算 
阵 是 4. 易 证 这 个 映射 也 是 单 射 . 

设 VV 分 别 为 数 域 P 上 的 4 维 、m 维 线性 空间 . e1,ez，…,e 及 
ae 是 二 的 基 , 前 者 到 后 者 的 过 渡 惩 阵 为 &57y72，… 7 及 
信 , 及 ,水 是 T 的 基 , 前 者 到 后 者 的 过 渡 矩 阵 为 S87',o 是 [到 六 
的 线性 映射 , 且 

O(e1s E29 6) = (N12 ,Nn)A 
ogi E29 96 ) = (Ni Nn BB 
则 z 

Oeye2 9 90) =—=o( (8, e229 6) YO) =o(e se 人 

= (mp Nn) AQ= ,hn SAQ 

因此 B=SAGQ. 

这 说 明 , 同 一 个 线性 映射 关于 两 对 基 的 矩阵 是 等 价 的 . 

定理 2 4,BE€ P"**,4,B 等 价 当 且 仅 当 它们 是 同一 个 线性 映 
射 关 于 不 同 的 两 对 基 的 窍 阵 . 

证 明 由 前 述 知 , 若 4,B 是 同一 个 线性 映射 关于 两 对 基 的 
定 阵 , 则 4, 8 等 价 . 反之 ,车 m 行 x* 列 矩阵 4,B 等 价 , 即 存在 
阶 可 道 和 矩阵 S 及 1: 阶 可 逆 秆 阵 Q 使 B= 54Q. 假设 FF 分 凡是 数 
域 P 上 nn 维 ,mm 维 线性 空间 ,el ,es ,… ,和 胃 ,7%2，… ,ms 分 蜀 是 [和 
V 的 基 . 令 (el yep) 二 (ey e290 6) QCD = 
《nS 则 如 ez,…e 和 而 有 入 也 关 别 是 上 和 让 的 
基 . 若 r 关于 原先 的 一 对 基 ae 和 加,…,%% 的 秆 阵 是 4, 则 容 

325 


昂 知 追 c 关于 一 对 新 基 &,…,&, 和 加,… ,加 的 矩阵 为 S48 二 B. 这 
就 是 说 ,4, BE P”"*,4,8B 等 价 当 且 仅 当 它 们 是 同一 个 线性 映射 关 
于 不 同 的 两 对 基 的 矩阵 . 

例 1] 令 线 性 映射 0;R' 一 >R?,o(zi,z2yr3,71) = 二 3(71— 272— 7 
一 4z471 十 zz 一 273 一 374)， 

《1) 求 r 关于 基 aasysiays 的 宅 阵 ,其 中 日 ,se 8 是 及 的 
标准 基 ;e,e 是 的 标准 基 . 

(2) 求 o 关于 基 ei,es,e3,es;el;e2 的 祭 阵 ,其 中 el 二 (1,1,1,1)， 
es=(1,1,1,0),es=(1,1,0,0),e=(1,0,0,0);e=(],1),e= (2, 
1). 

(3) 求 Ker(o). 

解 (1) 因 为 

ol(e)=0(1,0,0,0)=(3,1)=3ete 
Ci) 一 0C0,1,0,0) 一 (一 2 下) 一 一 2 十 2 
IC8) 一 0(00 0 1 0 一 (人 一 1 一 2 人) 一 一 8 一 28s 
re 一 0(00,0,0,1) 一 (一 4 一 3) 一 一 46 一 382 
所 以 关于 基 sezyeayedits 风 证 阵 为 
4= | -2 -1] | 
] 1 -2 -3 


(2)o 关于 基 eyezy,es,etdjeiye? 的 和 官 阵 为 


B=S :AQ 
1 2 
其 中 5 是 ae 到 aise 的 过 渡 适 阵 , 且 等 于 | | 
@ 是 81 ,es ,es,24, 到 | el ,es,e3,e 的 过 渡 窍 阵 ,日 等 于 
: 1 1 1 1 
1 1 1 0 
] 1 0 0 
1 0 0 0 
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OO 
OP—~ ~ 
人 人 


-2 0 3 -1 
= 0 -1 则 
(3)Ker (0)= {(z1, 52 T3754) E R'|o(r, 72, zs, 74) = (0,0)}, 
VY (zi,72,73,74) EKer(o), 有 
371 一 22: 一 73 一 4z4 =0 
| zl 十 zz 一 273 一 374 一 0 
文 个 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 a 二 (1,1,1,0),@ 一 (2,1,0， 
1)， 所 以 Ker(o)=L(a ,oo). 

三 、 线 性 映射 空间 Homp(V ,WV') 

我 们 引进 符号 Home (V ,V'), 它 表示 数 域 P 上 线性 空间 VV 到 Vi 
的 所 有 线性 映射 作成 的 集合 ,我 们 在 Hom,《V ,V') 中 定义 下 列 两 种 
运算 : 

OT: (0 十 Tal) 一 004 十 T0 

ho; (ko ) (0)= koa 
其 中 ogo,TE Hom,(V,V'),kEP,aEV. 容易 验证 0 十， ho 和 
Homp《V,V') 且 Hom,(V ,V') 关 于 上 面 定 义 的 加 法 , 数 乘 作成 数 域 P 
上 的 一 个 线性 空间 . 在 这 个 空间 中 , 零 映 射 0;at 一 >0(aEV), 起 着 
零 同 量 的 作用 . 

设 aye, s,s 是 V 的 基 , 放 ,各 ,… ,mm 是 V' 的 基 , 取 9E€ Hom,， 
(VV')H oases 6) = (NN Nn ) A, AE P”"**, 规 定 9:0 
一 >h4, 易 知 wp 是 P 上 线性 空间 Homp (VV) 到 P"** 的 同 构 映射 , 因 
而 z 

dimHom (V ,V') =dimP"Y*—mXn 
于 是 有 下 面 的 定理 . 
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定理 3 Hom,(V ,PV') 是 数 域 PP 上 的 mXn 维 线性 空间 . 其 中 mm， 
4 分 别 为 V,V' 在 P 上 的 维 数 ， 

四 、 对 偶 空 间 Hom, (VY ,P) 

在 Homp(Y ,V') 中 取 六 = 二 P 得 Home(V,P), 它 表示 上 全 体 线 
性 函数 所 作成 的 线性 空间 ,通常 记 为 V" , 称 为 VY 的 对 偶 空 间或 共 
力 空 间 ,由 定理 3 知 它 的 维 数 是 *. 

设 ea 是 了 的 一 个 基 ,V a;EP, 令 

oOifaiel 十 atz 十 十 go) 一 帮 2 二 1 2 
我 们 可 以 证 明 oy ,02，,…,o, 是 V' 的 一 个 基 . 首先 令 
boi 二 E20 二 0 = OKEP(tS=1 ,2 ,7) 
则 (jio 十 ao 十 … 十 和 0) (8;) =0(4= 1 ,2 ,1) 
即 天 =0G 一 1 2，…2) ,所 以 0,02,…,0s 线性 无 关 . 其 次 ,YoE€ 
V', 设 oe) 二 Dy0(82) 二 bo,…,0(8.) 二 b，, 作 01,02,… ,0 的 线性 组 
合 
7 一 有 10 十 b02 十 十 加 Dr。 
则 rEV", 且 
T(8)= (bo 二 ho 二 十 b.0) (2) =b(1= 1 ,2 ,7n) 

所 以 + 二 0, 即 o 能 用 01,0:,… ,0, 线性 表示 . 因而 01,02，,… ,0 构成 
广 的 一 个 基 . 

定义 3 设 me，……ea 是 数 域 P 上 线性 空间 了 的 一 个 基 , 则 满 
足 条 件 

0i(algl 十 azgz 十 十 aa) 一 0 一 1 ,2 ,NR aEP 

的 线性 映射 0o19029"""*90s 是 克 的 一 个 基 , 称 为 的 基 z14229 ya 
的 对 候 基 . 

由 于 了 ,六 的 维 数 相同 ,因而 了 与 V* 同 构 ,并 且 Giei 十 282 
十 … 十 ass 一 ioi 十 so 十 … 十 oo 是 它们 之 间 的 同 构 映 射 . 

关于 线性 空间 VY 的 基 变 换 与 的 对 侦 空 间 六 的 相应 的 对 偶 
基 变 换 有 如 下 关系 : 
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定理 4 设 线性 空间 FF 的 基 ss，……s 全 | 1 ,12 7 的 过 滤 
和 定 阵 为 久 , 风 六 * 中 相应 的 对 偶 基 01y03 On 到 TiyT2 Ta 的 过 
滤 算 阵 为 (X' ) 一 ， 
证 明 ” 设 X= (zx， 则 
WD; 二 YIjE1 十 X282 十 "十 TajEr9j 王 12 
在 六 中, 设 由 基 yc …o 到 rm 的 过 渡 和 矩阵 为 了 = 
(Cj ).xs* 中 
(T1yT2y Ti) O029 0 Oa)Y 
所 以 TCD) = (Fi01 二 十 yO) (7;) 
= yy01(n;) 二 十 Yi0n (7;) 
一 yuo1(T181 十 十 Zen) 十 十 Yi0r (Tel 十 "十 Tj) 


= Yuiz1; 二 "二 YiT,) 
i 
Ti F 一 ~ 
0 话 


所 以 YX=E, 从 而 Y=(X-!) = 二 (X)-. 
定理 5 ” 设 了 了 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ,各 vcE Homp(V ,VV) ,规定 
0 :V' 一 >V' 使 得 o' (f)(a)= 二 =f(o(o)),Y ffEV',aEV, 则 o' 是 
V' 的 一 个 线性 变换 . / 
证 明 首先 ,Y a,hEV,a,bEP, 因 为 
o" (f)(aat+6p)=f(o(at6p))=f (a0atbop) 
一 是 (ca) 十 好 (op 一 ar (ff)(a) 十 po (f)(p) 
所 以 ,of)ETF”， 
其 次 Y f,g€EV' ,ki,kEP,aEV. 
(ogo" (hf+k2g)) (oa) : 
= (hfikg) (oa)=hf (oo) kg(oa) 
一 ji (f)(a)t+ko" (g)(a)= (ko" (f) 十 to (g)) (oa) 
所 以 co (hf+k2g)=ho* (fF) 二 ko* (9g) 
从 而 0o* EHomep(V* ,V*). : 
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定义 4 o0' 称 为 o 的 对 偶 变 换 . 

5 村 5 的 和 矩阵 之 间 有 如 下 关系 ， 

定理 6 设 o 是" 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 它 在 V 的 基 
e182，"… ,Ba 下 的 矩阵 是 4, 则 o' 在 大 6 ,ez,…,e 的 对 偶 基 下 的 惩 
阵 是 4. 

证 明 由 已 知 0C6)==ayes 十 十 qayja yj 二 1,2*…N, 设 ,02， 
是 ace 的 对 偶 基 , 则 

(0*0i) (8;)=0(006)=o0(ae 二 二 anje,) 
一 (au 十 十 gj0; 十 十 Qin0) (Ee;) 

所 以 oo 一 ao 十 十 as0， 1 一 1 2 0. 大 c 在 oo os 之 
下 的 矩阵 为 


dl dol ”7 Uni 


dln Uzn 机 dnn 

例 2 求 P*“ 的 基 il ,Bis,Bzi,Ezz 的 对 偶 基 . 

解 设 Bu iaB2 的 对 偶 基 为 J 02%0304 ; 则 任 取 
二 辆 |e p2x2 


T2] 22 


oI(X)=—=o (rnBi+ rE ra Bi x2 Bb)— 7 
02(X)=o TH By 二 rE ra Bt 722B22) = 21 
03(X)=o(rnbEyt rw Bt rb rbB2s) = 7 
OX)=o (rnBut rE ra bt rb2) = 7 
0102903 ,74 是 所 求 的 对 侦 基 . 
例 35 取 定 PP“ 中 一 个 矩阵 
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设 PP 的 线性 变换 0o 为 
: OK 及) 一 4 
求 0 的 对 傅 变 换 o 及 co 在 有 BE 的 对 偶 基 下 的 和 矩阵. 
解 VV 二 PX 中 取 基 ByBBoyBg2 其 对 偶 基 设 为 01,02,0;， 
o4; 则 对 VV* 中 任 一 向 量 刀 oi 十 hz05 十 ka03 十 4 有 
(0o* (Ko R02 十 Ka0s 十 Loa)) (XY) 
— (ko oho 0 Ro Oko o0,)(X) 
=ko (AX) 二 ko0,(AX) 二 ko3 (AX) 二 R04 (AX) 
=ki (Car 十 br21) 十 ko (ariz 二 br22) 二 3(cr1 二 drz1) 
十 Ke Cer 十 drzz) 二 (aoi( 关 ) 十 boa( 半 )) 十 kz (aoz( 关 ) 
十 bo4( 鲜 )) 十 ka《coi( 半 ) 十 do3( 半 )) 十 Ki(cos( 久 ) 十 do4 (XX)) 
一 | (aki 十 cka)01 十 (akz 十 ck4)o0z 十 (Dk 十 dks)o3 
十 (bkz 十 dk4)o4 jj(X) 
所 以 
0* (hot ko2t Kast Reo) = (aki teks) ot Caks -cha Yo? 
十 (Bk 十 dk3)03 十 (bkz 二 dk) 04 
因而 ,o* 在 B11,B2, ByBo 的 对 偶 基 ci,oczyos,ot 下 的 惩 阵 为 


ng 0 c 0 
0 a 0 ¢ 
4* 一 
b 0d 0 
0 5 0 4d 
习 题 
T1! Ti12 
1. 在 1 一 {X=[ ”| lm 是 实数 } 中 定义 变换 
21 22 


1 1 1] 2 
von 
1 1 一 1 


(1) 验 证 0 是 T 的 线性 变换 ， 


(2) 求 值 域 Im(o) 及 核 Ker(c) 的 维 数 ， 

2. 设 o 是 线性 空间 1 的 线性 变换 ,; 是 人 恒 等 变换 , 且 ?十 :==o ,证 明 v 是 可 
逆 的 . 

3. 设 ae: 是 二 维 线性 空间 了 的 基 ,cic* 是 了 的 两 个 线性 变换 oe1= 8p;， 
vi€2= bay02(81+te2)= Ptphzyo(e mee) = 试 证 0 二 02. 

4. 设 


1 一 1 5 一 

l 1 —2 入 
4 一 

3 一 1 8 1 

1 3 一 9 7 


今 g(t) 二 丰 ,EEP1, 求 Im(o) 及 Ker(o). 

5， 已 知 线性 空间 下 的 线性 变换 o 把 基 = (1,0,1),as 二 (0,1,0),a;== 
(0,0, 了 DD 分别 变 成 (1,0,2), (一 1, 一 2, 一 1),(1,0,0), 求 o 关 于 医 om ,azyos 的 
矩阵 及 o 关于 标准 基 ee,e 的 矩阵 . 

6， 若 请 中 线性 变换 o 将 任意 向 量 a= (ziyzzyza) 变 为 

(z1 一 3z? 十 4z73y 421 一 7zo 十 8zy 671 一 72? 十 7zZ3) 
求 的 特征 根 和 特征 阿 量 . 能 否 找到 一 个 基 , 使 在 此 基 下 的 和 矩阵 为 对 角形 . 

7， 在 PX*? 中 已 知 三 个 基 


] 0 1 |] —2 0 ] 1 
GD af mf of = 人 
1 0 1] 0 一 1 0 1 1 
CI) p=[ ,| |p | ,| | | 
【00 【lo 1” 【i 11 【oo 1 
HD HET HE 
1 0 0 4 /2 = 0 0 » 3 二 1 0 4 0 1 
一 上 


者 线性 变换 定义 为 :0 (a) 
( 夏 ) 下 的 甜 阵 4 与 8 

8. 设 了 是 数 域 P 上 4: 维 线 性 空间 , 问 在 中 是 否 有 线性 变换 cr 使 cr 一 
7Y5 一 ! 成 立 . 

9， 设 n 阶 方 阵 A4 有 * 个 不 同 的 特征 根 为 ,… ,和 为, 证 明 : 如 果 4 可 以 对 角 
化 , 则 必 存 在 角色 入 知 阵 Bl1,… ,Ei ,使 

(DEE,=0 CGA)); 
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(2) B=b,; 


(3)4= OAB. 

10. 设 a 维 线性 空间 FR 的 线性 变换 " 在 基 =,,… ,a, 下 的 矩阵 为 对 角形 , 且 
对 角 线 上 元 率 都 不 相同 ,求证 W 是 o 的 非 零 不 变 子 空间 ， 当 和 且 仅 当 W 由 
te ye 的 一 个 子 集 生成 

“11， 设 4% 维 线性 空间 7 的 线性 变换 o 在 基 1,…,a, 下 所 对 应 的 窍 阵 是 对 

角形 阵 , 且 对 角 线 上 的 元 素 均 不 相同 ,求证 :o 的 不 变 子 空间 恰 有 2' 个 . 

12. 设 o 是 " 维 线性 空间 广 的 线性 变换 ,证 明 :o 的 秩 =& 的 充分 必要 条 件 
是 了 中 存在 基 sya+b…a 使 oe1,"… ,os 线性 无 关 , 而 va 一 … 一 oOes 
二 0, 

13， 设 0 为 4 维 线性 空间 FF 的 一 个 线性 变换 , 且 有 VV 的 子 空间 站,V :使 

o-1(0) = fT,, 

证 明 『 有 线性 变换 o1,02, 使 全 性 0.-1(0),i=1,2, 目 0 十 02=0. 

14， 设 o 是 = 维 线性 空间 『 的 线性 变换 , 且 = 的 值 域 与 核 重 合 ,证 明 : 

(1)2 是 偶数 ， 

(2) 应 如 何 选 择 T 的 基 , 才 能 使 o 在 这 个 基 下 的 矩阵 是 若 当 标准 形 ,并 与 
出 这 个 标准 形 . : 

15. 设 0 是 , 维 线 性 空间 Vr 的 线性 变换 ,证 明 ;R(0?) = 二 RCo) 的 充分 必要 条 
件 是 ， 

=01" 十 go-1(0) 

其 中 R(o) 表 示 o 的 秩 . 

16. 设 4,8 是 4 芥 方 阵 ,2 尖 0 是 4B 和 B4 的 特征 根 ,证 明 :4B 和 BA4 属于 2 
的 两 个 特征 子 空间 的 维 数 相等 . 

17.c 是 数 域 P 上 * 维 线性 空间 V.(P) 的 线性 变换 ,那么 o 是 数 乘 变换 的 
充分 必要 条 件 是 V.(P) 中 每 个 一 维 子 空间 都 是 o- 子 空间 . 

18, 设 ww 是 * 维 欧 氏 空间 了 的 一 个 标准 正 交 基 ,ec 是 了 的 一 个 线性 
变换 ,4 一 (ai) 是 0 大 于 这 个 基 的 窍 阵 . 证 明 :j= (O09;) 一 工 , 2 ,nN, 

19. 设 F 是 所 有 实 * 阶 方 阵 构 成 的 实数 域 上 的 线性 空间 ,8 是 * 阶 实 对 称 
方 阵 . 定义 上 的 线性 变换 如 下 :Y XET,o(X) 一 8SX 十 XS 证明: 存在 了 的 一 个 
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基 , 使 c 在 这 个 基 下 的 矩阵 是 对 角形 矩阵 . 

20. vo 是 维 欧 氏 空间 T 的 对 称 变 换 . 若 o 的 负 特 征 根 是 偶数 重 的 . 证 明 : 
5 存在 一 个 平方 根 , 即 存在 7 的 一 个 线性 变换 7, 使 c= 

21. 2 维 欧 氏 空 间 T 的 变换 o 叫做 保 距 变换 ,如 果 |zz 一 yj= |z 一 y|,z,y 
和 六 证明 :使 "0=0(0 是 零 向 量 ) 的 保 距 变换 必 为 正 交 变换 . 

22， 设 rc,r 是 复数 域 上 ” 维 线性 空间 『 的 线性 变换 , 且 o 十 fr 十 or 二 0, 试 
证 cr 一 70-， 

23， 假 设 o 是 ” 维 欧 氏 空间 的 一 个 线性 变换 ,rz 是 T 的 变换 , 且 对 了 中 任 
何 向 量 a,h 有 / 

(og) pb) 一 (ayT(5) ) 

证 明 :(1)r 是 一 个 线性 变换 ; 

(2)o 的 核 等 于 7+ 的 值 域 的 正 交 补 . 


-2 


1 NE > iin. 


MN ol mh 


- 


hr 


习题 答案 与 提示 


1. 对 4 用 数学 归纳 法 或 者 设 @ 是 x? 十 + 十 1 的 根 , 得 出 wt 十 Cw 十 Df! 
= oti(l — wo*) = 0, 

2. 坟 十 37? 十 3 十 2 二 (z 十 2)(z? 十 十 1).4 就 是 x 十 z 十 1 的 根 即 三 
次 单位 根 , 代 入 已 知 条 件 所 给 的 等 式 便 得 (z 一 好 2) 1 (zx 十 2)F(2D) ,Xp 个 是 
zx? 十 7 的 根 则 (zx 一 如 ,zz 十 z) 一 】， 

$3. 1 = (Co Df) 1l1= (rr — 1)g(r), (7™— lr — 1) 
2 1,d = (m,n). 

4. (1) 设 坟 (2) 有 1(z) 十 wz)f2(z) 一 1， 则 g(x) = nCz)wz(z)fz(z) 十 
ra(I)ui(7)fi(x) (g(x) 不 唯一 ). 

(2)g(x) 二 一 2 十 37 十 全 十 27? 十 27 一 1. 

5. 设 d= 二 (m,n), 如 果 n/d,m/d 都 是 奇数 , 则 (十 a 十 加) 一 到 十 的 
否则 (十 ,xz"” 十 a") 一 1 / 

6. 反复 应 用 (f ,gh) = 1,9) = 二 1,(f,)= 二 1 以 及 (f,f 十 9) 
1<—>(f,9) = 1. 


7. 在 复数 域 上 ,f(zx) = T(z— ov0 = V2 2 (cos er +i sin 7). 在 实 


到 


| 


2 


数 域 上 , 当 ? 为 奇数 时 ， fa) = SI) I 2 Dood + ~ 4), 
当 为 偶数 时 


f(2))=(— v2) 2 i V2 V2 008 Tr+ V4 4 ). 


8. 若 可 约 则 有 整数 9,q9,r 合 了 (3) == (xz 十 Pp) 十 qz 十 7),1(0)= 二 r=， 
bd 二 cd 二 (5 十 cd 是 奇数 , 则 dypyr 都 是 奇数 ,而 了 (1) 二 (1 十 ?) 1 十 4 十 了) 
= 1 十 5 二 c 十 dx, 即 候 数 等 于 奇数 ,了 矛盾 . 
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9，# 一 ,0 zz (0. 


10, (1) 不 一 定 ,例如 f(x) = zz! 一 1. 

(2) 不 一 定 ,例如 f(x) = 十 z,a = 二 0 是 f(z) 与 "(zx) 的 根 但 不 是 "(7) 
的 根 ,a = 0 也 不 是 f(x) 的 三 重 根 . 

1]. 将 3 次 单位 根 D1 #003 003 04 分 别 代 入 所 给 多 项 式 的 等 式 得 

f(1) 十 wg(l) 十 wih(1])= 二 0 
f(1) 十 wg(1l) 十 sh(1)= 二 0 
了 (1) 十 osg(1) 十 oh(1)= 0 
“了 (1)》 十 otg(1) 十 wh(1)= 二 0 
即 知 f(1) = 0, 则 有 了 一 1|f(z). 

12. 各 果 有 有 理 根 一 . 则 plao,9|1osp 一 9|f(1),p 十 91f( 一 1), 从 而 4 与 7 
均 为 奇数 ,而 8 一 9 与 2 十 4 均 为 偶数 .f(1) 与 f( 一 1) 就 都 应 是 偶数 ,不 盾 . 

13. 苦 7? 一 a 二 hl(r)g(r) ,30h(7)) 二 8 之 p,9(g(7)) = 二 t 之 7,7? 一 4 在 复数 
域 中 的 ?个 根 是 wia,1 世 i p,m 二 a. 又 h(z) 的 党 数 项 是 ss 个 we 的 来 积 , 设 
0) 二 oloy ao 一 1. 则 520) = (oo) = a', 因 s,yp 互 窒 故 有 整数 u,v 使 得 
Sw 十 p59 二 1 二 则 4 二 ant 二 hhCO)r ar 二 (1COO0)*ar)?,h(0)*。a* 便 是 zx? 一 a 的 
一 个 有 理 根 . 

14, 设 是 整数 根 ,F(z) 一 (z 一 a)9(z). 从 而 有 f(m) = (mm 一 a)g(m)， 
fom 十 1) == (m 十 1 一 a)gqlm 十 1), 而 两 个 连续 整数 一 4 与 mn 一 2 十 1 中 
必 有 一 个 是 偶数 . 

165. 令 g(x)=[z 一 (at+bv d )J[z— Cabs) d )], 设 f(z) 一 9(z)9(z) 
十 rz 十 s,; 利 用 已 知 a 十 bd 是 f(z) 的 根 证 明 rz 十 s = 0. 

16. 若 是 f(z) 的 实 根 , 则 二 一 “也 是 f(z) 的 根 , 这 与 f(z) 和 f(x) 互 素 蔬 
盾 .反之 不 一 定 , 例 如 f(x) = 十 1 无 实 根 ,但 (f(z) ,f(z)) 一 空 十 1 

17. 由 已 知 条 件 得 (x 一 1) (zx 一 2)(z 一 3)(z 一 4) |f(z) 一 ?车 有 m 使 得 
fm) = 27; 则 Cm Oo Dom om 2)0m OO— 3)Cm— 4)|y. 

18. 设 f(zo) = pp 是 察 数 ,zo 是 一 整数 . 若 对 任意 整数 bf(zo 十 kp) 一? 十 
hp 十 Cp)* 全 是 素数 , 则 由 p1fCzo 十 tp) 得 f(zo 十 hp) 一 
士 p. 即 2 次 方程 [f(z) 上 一 p= 二 0 有 无 穷 多 个 根 z 十 hp(% = 二 0, 土 1,…), 这 
是 不 可 能 的 . 
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19. 若 了 (z) 非常 数 , 设 a 是 F(z) 的 一 个 根 , 则 a,a 一 0 一 Lo 都 是 f(x) 
的 根 . 

20. 令 g(z) = 一 (十 DFf(z) 一 zy 则 0,1,…,2 为 9(z) 的 所 有 根 , 《zx 十 1)f(z) 
一 zx 一 czz 一 1)(x 一 2):……(z 一 1), 今 + = 二 一 1 得 出 c 二 Cf) 一 


1 夺 1)"+iz(z 十 1)…(z 一 7) 


+z| ,ya 十 上 ) 一 -3[( 一 1) 十 7 


r+ 十 ]】 (十 1) 
1 2 为 奇数 
人 
2 十 2 n 为 偶数 . 


21. 设 f(z) 二 gCz)h(z) ,9(z) 或 hz) 中 必 有 一 个 的 次 数 不 超 过 [7 区 
表示 满足 条 件 二 入 [了 ] 入 于 十 1 的 整数 ), 若 ?09(D) 委 -本 ], 则 又 因 9(Cz) 


在 多 于 个 z 的 整数 值 处 取 ! 或 一 1,9(z) 就 在 多 于 [到 ] 个 z 的 整数 值 处 取 
1( 或 一 1) , 即 知 g(x) 是 常数 . 

22, 若 f(x) 一 g(x)h(7), 因 f(a) = 1, 所 以 g(ai) 一 h(a) 二 十 1,1 二 1,2,， 
.ii 蕊 g(x) 与 h(z) 都 非常 数 , 则 gCz) = hlz) ,f(z) = [gz) ,与 f(z2) 的 次 数 
是 奇数 矛盾 . 


第 二 
1 (0D12， (2) (3)36. 2 Fr 3. 0 
1000 427 327 1 1 327 
4. (1) 原 式 = 12000 543 443| 一 105|2 1 443|= 一 294 X 10.. 
1000 721 621 1 1 62] 
27 十 28 y r+y 1 gy zy 
(2) 蛛 式 王 |27 十 28 7 十 z | 一 2(0z 十 妃 |10 了 —y 
27 十 28 y 0 zz—y 一 7 


二 一 2(7’ 十 半 ). 
(3)160, C4)1, (5)0, (6)1, 
5. (人 z 一 2a)" lz 二 (nn 一 2)al. 
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6.。“D=D ,而 a 王 一 a 六 一 ( 一 1 故 了 六 二 (一 1 当头 是 奇数 


时 ,站 = (一 1)"D== 一 D, 从 而 2D = 二 0, 所 以 D= 0. 
7. (1) 当 %n 之 3 时 ,从 第 2 列 起 各 列 减 去 第 1 列 , 得 


站 1 “一 pb bl 一 b» iby b, -一 b, 
td7 b) bi -一 六 b 一 pb, 


一 0 
mb bobs ** bb, 
当 i 二 2 时 , 原 式 一 《ay 一 四) 一 b1)., 
当 m 一 1 时 , 原 式 一 ai 一 六 . 
l 由? = 姜 。 
] rn Z 
(2) 原 式 = (Si 一 m| 
人 
] 1 7T， 一 以 
?2 I 
- 一 1 0 E 
一 (> > 一 m) 一 ( >，z 一 mm)(— mm) !. 
| 人 一 
0 0 一 m 
一 I 
8. f(zr) = 
27— 3 7 一 了 


一 (z 一 2)(z 一 7) 一 z(2rz 一 3) 一 到 一 9z 十 14 一 2z 十 3z 
一 一 于 一 6z 十 14 一 一 (十 6z 十 9) 十 23 
二 一 (7 十 3) 十 23 委 23， 
9. 由 题 设 知行 列 式 每 一 项 的 绝对 值 都 等 于 1, 又 行列 式 等 于 0, 说明 带 正 
号 的 项 与 带 负 号 的 项 个 数 相 等 . 而 由 定义 ,项 的 符号 是 ; 当 第 一 下 标 排 成 自然 


顺序 后 ,第 二 下 标 所 成 排列 为 偶 排 列 时 带 正 号 ,为 奇 排列 时 带 负 员 , 所 以 奇偶 
排列 各 半 . 


10， 由 题 意 ， 
f(z 二 + 1) = 
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Jp 
tC 
< 

(> 


r+ 十 1] 
rz 十 2r 十 1 
rz 十 37: 十 37 十 1 


让 章 计 夫 本 澳 和 由 由 遇 汪 本 六 本 动 本 让 过 看 学 和 汪 自 击 和 本 汪汪 


He 
ty 
| 
人 
Lan | 


1 nn C2 | 
| n+l Cr CM oo CF rn 十 1)x 二 十] 
所 以 ,f(z 十 1) 一 f(x) 一 


] 0 0 0 0 ] 
] 2 0 0  … 0 27 十 | 
1 3 3 0 0 3z 十 3r 十 1 


l ne CC, OC, “ne CO"-1 nr 1! 十 se 十 
] ?十 1 CI CI “+ (十 1 十 十 1 


1 Q 0 
1 0 0 
1 3 3 0 0 0 
一 一 (1 十] 1 
] n CO,” CS ee CO*! 0 


1 8 十 1 Cr Cr oo Cri Cn 1)r 


17n 1 nn 
11，(1).(2) 略 . (3) 用 归纳 法 可 得 | 。 | -|， ”| (4 用 归纳 法 可 得 ， 


bd i | COSng | | 0 | 1 | | 
sinp ”cos 一 sinngg Cosng [L-1 0 0 1 
12， 因 为 48 = 84,4C = CA, 所 以 ， 


A(B++C)= AB+ AC= BA++CA= (BC)Ah, 


A(BC) = (AB)C = (BAYC = BOACY) = BCCA) = (BC)A. 
a 0 0 


13. Std 一 CC 十 0a) bp dd 


bl(c—a)— 3d 5 c 
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[| 


又 所 4 二 4,4 = 二 0 得 4 二 44 二 44 
qf 十 ai 十 十 af : * 

一 0 十 08 十 十 a 和 = 0， 

x a21 十 q22 十 … 十 0 
所 以 ,乘积 的 每 一 个 元 素 都 等 于 0。 于 是 得 到 个 等 于 零 的 式 子 .其 中 , 主 对 角 
线 上 的 “个 等 于 0 为 : 

只 十 af 十 十 唾 一 0 

( 十 a 纪 十 … 十 二 0 

十 dz 十 十 a 二 0 

由 于 元 素 都 是 实数 ,所 以 必 有 


dl 一 G12 一 一 a, 二 0 
?| 一 02 二 一 42 一 0 ,4 一 0, 
gi = aw 二 一 a 二 0 

15。 因 为 


可 一 和 一 (有 一 4)(5 十 4 十 … 十 如) 
而 省 =0, 从 而 
本 一 四 一 (有 一 4)(5 十 4 十 十 4 加- ) 
所 以 一 4 可 逆 . 且 (B8 一 4)! 二 十 4 十 下 十 4 
16， 由 于 对 任意 方 阵 C, 均 有 
CC* =C0*C= IC|E 
故 可 得 
14| -|BIB:A* = |ABIE(B*A*) = (AB)* (4B)(B* A’) 
= (4B)*A(BB')A' = (AB):A. |B|EA* 
~ (AB)* A|B|A* 一 14|。| 了 | (48) 
在 上 式 中 ,用 4 一 zB,8 一 zxE 分 别 代 区 4,B, 当 然 等 式 仍 成 立 , 即 有 
IA—zxE|. IB 7rE|l(B— rE)'(A— 7rE)° 
= |A—zE|. |1B— zxEI[(4— 7E)(B— 7E)]}: 
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总 存在 zi 使 当 z 盖 z 时 有 
14 一 zB| 关 0,1B 一 zp| 闫 0 

于 是 当 z > zi 时 ,总 有 

(BO— 7xE)*(A— 2E)=[(A— rE)(B— rE) 1]: 《1) 
设 左右 两 端 第 i 行 第 ; 列 的 元 豪 分 别 为 f(z) 及 %(z)， 上 式 表 明 

fi(7) = gi (7) ij = 1,2,°n 
它们 都 是 z 的 多 项 式 , 且 对 所 有 z>>z 都 相等 , 故 两 者 恒 等 . 特别 ,z = 0 时 也 相 
等 ,从 而 由 (1) 式 得 
B* A = (AB)*. 


d —b 
i7. (12)4- = | | 


ff 人 
0 了 1 
3 3 2 1 0 9 
_ 1 2 .1 13 2 00 
(2)4-! 一 |0 二 一 三 | (3)A-! = 
3 3 1 1 3 4 
_1 2 了 2 一 1 2 3 
3 3 


18. 因为 4,5 都 是 可 逆 的 ,利用 初等 行 变 换 可 得 
A 0 E du E 0 A 0 E 0 4- 0 
, B 0 一 | B 0 中 一 , B 一 CA-! 5 
E 0 A™! 0 4 0 一 4 0 
一 [es scr ee = [son pd 
19， 必 要 性 :44 :一 已,14 1 一 14| 5 因 4: 与 4 的 元 素 均 为 整数 ,所 以 
4 与 14| 均 为 整数 . 故 14| = 十 1 
充分 性 :此 时 伴随 矩阵 4" 的 元 素 均 为 整数 ,又 4 ! = 二 141 -14" ,所 以 当 
4| = 土 1 时 ,47! 的 元 宗 均 为 整数 . 
20. 由 4， 4* = 14| .再 , 取 行 列 式 得 ”14| * i4*1 = 14|*. 
者 14| 关 0, 则 14*| 三 14 
车 |4| = 0, 则 必 有 141 = 0, 因 车 14" 1 关 0, 则 有 4 (4 ) 一 至 由 此 又 得 


A= AA'(A')-!= |AIE. (4)-!= 
这 与 14" | 和 0 是 矛盾 的 . 故 当 14| = 0 时 亦 有 14*1 = 二 0 即 此 时 也 满足 |4" | 


= 14 
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1] 1 1 :1 0 

3， 由 已 知 条 件 , 存 在 不 全 为 零 的 数 和,k,… ,k,l2, 使 a 十 kz0z 十 … 
十 有 or 十 48 十 6 一 0. 可 以 证 明 心 ,至少 有 一 _ 个 不 为 夫 再 分 三 -种 情形 讨论 ， 
0 = 0 = 0,6 AOL ZO 

4， 考 虚 等 式 & = 十 如 ;十 十 Gm 十 KB,k 关 0. 由 此 可 将 8 表 成 a， 
…,awsa 的 线性 组 合 , 用 反 证 法 证 明 8 不 能 表 成 m,… ,a, 的 线性 组 合 . 

5。， 册 题 设 存在 不 全 为 零 的 数 语 如, , 刀 , 使 6 十 ai 十 十 am 一 
0. 从 最 后 一 项 开始 , 设 第 一 个 不 为 零 的 数 是 石 ,证明 a; 即 为 所 求 . 再 用 反 证 法 
证 明 只 有 w 满足 要 求 . 

6， 设 4= (ev),x4 的 行 向 量 为 aa yasyo 二 (gy;"… 0)., 设 椰 在 
B 二 (b;),x,， 至 少 有 某 个 5; 关 0, 使 84 = 0. 由 此 推出 waz，…，o 线性 相关 . 

设 a ,a2,… ,a 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 请 ,和 ,使 二 al 十 os 
十 … 十 及 as 一 0. 令 


调 虽 晤 学 省 二 让 浊 相册 当时 硬 呈 是 


则 B 为 所 求 . 

7. 4 有 右 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 的 行 向 量 组 线性 无 关 . 证 明 方 法 类 似 本 
章 31 例 16. 

8， 类似 $1 例 11. 

9， 作 齐 次 线性 方程 组 > az = 0(G = 1,2,.…,#), 再 利用 $2 例 10 的 结 


4 一 ] 


果 ，. 
10， 由 0== 秩 [(4 十 5)(4 一 5)] 之 秩 (4 十 十 秩 (4 一 EE) 一 3 及 秩 
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(4 十 刀 ) 十 秩 (4 一 下 ) 之 秩 [(4 十 已 ) 十 (有 一 4)] 一 3， 得 秩 (4 十 已 ) 十 
秩 (4 一) 一 3. 册 由 题 设 4 尖 士 下 即 可 证 得 . 
il. 把 48 一 8 写成 4B 一 E= (4 E)B+ (B— E). 
12. 设 秩 4 ==7, 则 在 在 m 阶 可 逆 答 阵 P 及 阶 可 逆 窍 阵 Q, 使 
pAQ 二 攻 | 
0 0 
k, 0 E, 0 
(1)P4 = ， om (4=P| | 
13. 由 $2 例 9 知 ,方程 4X= 0 与 (84)X = 0 同 解 .再 证 方程 (40)X = 
0 与 (840)X = 0 间 解 . : 
14， 用 4 左 乘 .C' 右 乘 等 式 4BC = 0, 再 证 4 4,CC' 都 可 道 . 
15. (1) 由 $1 例 17(1): 秩 XA4(B 一 C)= 秩 4(8 一 C), 再 证 
秩 X4(B 一 C) = 0;(2) 利用 1 例 17(2) 的 结果 ,类 似 (1) 的 证 明 . 
16，(1) 当 2= 0 时 ,无 解 ;C2) 当 4 关 0,1 时 ,有 唯一 解 . 当 和 4 二 1 时 ,有 
无 穷 多 解 . 一 般 解 为 :rz = 1 一 zz 二 一 3 十 273, 其 中 z3 是 目 由 未 知 量 . 
17. 对 增 广 矩 阵 4 施行 行 初等 变换 ,方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 是 
一 站 一 2 十 加 一 
(0 


到 B= (1 0 1 一 2)', 则 方程 组 有 无 穷 多 解 .此 时 ,方程 组 的 解 为 :zi 一方 


一 名 zs 太一 一 器 一 吾 4， 其 中 二 是 自由 未 知 量 . 取 Bs 一 (1 0 0 0)', 见 
方程 组 无 解 

18. 充分 性 ; 由 克 莱 姆 法 则 即 得 . 必要 性 :由 已 知 条 件 , 存 在 元 素 是 整数 的 
矩阵 X 使 4X = ,再 两 边 取 行列 式 即 得 证 ， 

19. 利用 线性 方程 组 有 解 判定 定理 

20. 充分 性 :由 14| 关 0 证 明 a ax 与 六 等 价 ' 必要 性 :把 (2) 写 
成 (fi,pBes sp.) = (a0 0)A A= (a).7= 秩 {p1,Pp;,… ,pb.} 二 秩 4 = 
秩 4 可 得 14| 天 0 


第 四 章 


1. (1)4 的 特征 根 为 :1, 二 一 ~ 人 V 


(2) 4-1 的 特征 根 为 :1, 上 士 > 5 ,1 二 x 5 


2 
7 0 12 

(3) 利用 凯 菜 定理 ,f(4) = 二 64 十 E=|10 一 5 6|. 
0 6 1 


(4)f(4) 的 特征 根 为 .7, 一 2 十 3~ /5 ,一 2 一 3 5. 
2. 由 题 设 141 二 0, 所 以 秩 4* = 0 或 1. 秩 4* = 0 时 ,结论 显然 成 江 ， 


pm 六 
秩 4* = 二 1 时 ,PT!'4A*P = ” 。 hg 加 中 至 少 有 nn 一 1 

0 z 机 
个 为 0. 再 注意 到 罗 十 知 十 一 十 和 二 41 十 Azi 十 … 十 4.,- 如 果 4 有 非 零 特 
征 根 ,最 和 多 有 一 个 , 设 为 人 , 旨 心 二 人 3 二 一 力 二 0, 所 以 A 二 AL + A» 十 … 


十 Aw 
3. (1) 仿 本 章 $ 1 例 3(4) 的 证 明 . 
(2) 由 实 对 称 阵 的 特征 根 是 实数 及 (1) 可 得 (2). 
(3) 由 本 章 1 例 3 可 得 . 
4. 与 本 章 》1 例 9 证 明 类 似 . 


5. (1) 由 题 设 得 
] a ] 
] a ] 
A = | .1 一 4 
1 a 1 


4 是 4 的 一 个 特征 根 ,(1,1,…,1)' = X 是 相应 的 特征 向 量 
(2)ar 是 各 的 特征 根 , 设 相应 于 a" 的 特征 向 量 是 X, 有 


] ] 
gd” 
1 | 
| | 二 0 一 
站 只 
1 | 


6. 4 的 特征 多 项 式 (4) 二 站 十 4 十 B， a 二 Tr4 = Tr(AB 一 B4) = 二 0, 

用 反 证 法 证 | 4| 一 0, 从 而 8 一 0, 得 f (4) 一 和 12 , 故 4 一 0. 

7. (1) 存在 (和),v(4) 使 (DOUCA) 十 8)D(C) == 4d( 办 .由 此 可 证 秩 (4) 
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< 秩 9(4). 又 由 dx)1902) 可 得 , 秩 g(4) 过 秩 4d(4). 

(2) 充分 性 :由 gC),m(2) 百 认 容易 得 出 g(4) 可 道 . 

必要 性 :由 9(4) 可 道 证 4(4) 可 逆 . 再 由 d(2) jm(%) 得 m3) = dC4)Q(%). 
并 证 明 0(4) 二 0, 从 而 9(4(4)) = 0. 

8. (1) 应 用 CD 与 DC 有 相同 特征 多 项 式 这 一 结论 . (2) 在 等 式 两 边 取 迹 . 
注意 到 Tr(48) 二 TrC(84) 以 及 由 Tr(4'4) 二 0 可 推出 4 二 0. 

9. 利用 凯 莱 定理 

[FE 一 4 一 (一 1 一 fd) 一 (4 一 有 3 一 0 
令 名 一 (人 一 1)39(02) 十 1 十 2 十 (1) 

和 A 二 1 时 ,有 1==a 十 5 十 <. 

(1) 式 两 边 对 和 求 一 阶 、 二 阶 导 数 , 再 令 1 和 = 1; 得 a = 二 4950,8 = 二 一 9800， 
“一 4851. 


201 一 1000 一 600 
4i0 一 100 一 499 一 300 
[一 100 500 301 
1 0 0 思 
10. 令 P=11 1 01, 则 4=P 和， P-!, 再 求 (4*). 
1 1 1 3 


11. (1)4 的 特征 根 是 工 三 重 ) ,4 的 特征 根 是 1( 三 重 ). 则 Tr4: = 3. 

(2) 有 反 证 法 ”车 4 与 对 角 阵 相似 , 则 由 P-'4P = 可 推出 4 = 5. 蕴 盾 . 
p 

12. 设 P-:4P 一 . 二 D,N 互相 相同 . 由 4B = B84 可 推出 


入 

DCP-IBP) = (P-1BP)D;D 是 对 角 阵 , 故 P-1BP 是 对 角 阵 . 

13. 必要 人 性 显然 . 

充分 性 :车 4= (C 十 DD-1B(C 十 PD). 其 中 C,D 是 实 矩 阵 , 由 此 推出 (C 十 
Di )A= BC++Di),CA= BC,DA BD. 得 (C+ yD A= BC yD). 当 y 一 :时 ， 
C+yD|== 1C 十 Di| 关 0. 所 以 jC 十 yD| 是 y 的 非 零 实 多 项 式 , 必 存 在 实数 
yo 使 1C 十 yoD 关 0. 实 矩阵 C 十 yoP 可 道 , 且 (C 十 yD)4 = B(C 十 yoD), 

14. 12E 一 A|= 二 站 一 (a 十 DXA 二 a 一 be= 炉 一 (a 十 dA 二 T+1. 6 十 4 
= Tr(A). 
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(ITrC4) 1 > 2. 则 判别 式 4= (ae 十 人 ?一 4 一 (TrCd))2 一 4>04 有 


0 0 
两 个 相 异 的 实 特征 根 2 ,zs 4 与 对 第 阵 | 。 ， | 相似 .再 由 4a w=1 
知 , 和。 入 一 1 故 和 尖 0 邻 丸 一 入 则 六 一 7 再 证 和 和 关 1， 一】 外， 
(2) |TrCA) | = 2. 4 一 (ae 十 gd) 一 村 一 (TIC4) 六 一 4 一 由 由 此 得 a 十 


d 二 2 或 -2. 所 以 f()= 二 (4 一 1): 或 (7) 一 (十 1 4 有 两 个 相等 的 实 特征 
了】 Xo 
根 因 二 为 二 1 或 1= 加 = 一 1 由 本 章 2. 例 2.4 相 似 于 | ”| 或 4 相 们 


和 


四 日 时 1 相似 
第 五 章 


1, 略 . 2. 在 有 理 数 域 上 初等 因子 为 :入 一 2 入 十 上 | 
3. 不 变 因子 ;4) 一 … = 40 = tt) 一 10 一 1)， 
di(4) 一 AAA 一 1 4 十 1 十 2)， 
4. 不 变 因 子 :40) 王 … = 二 4d-1(4) 二 1d,(4) 二 (4 一 1)*, 故 4 的 若 当 标 
准 形 


] 
1 1 
J 一 1 1 
1 1 
5.〈1) 若 当 标准 形 . 有 理 标准 形 分 别 为 

0 0 0 0 0 0 
0 2 0l, |1 0 一 4|. 
0 0 2 0 1 0 
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(2) 奉 当 标准 形 ,有理 标 准 形 分 别 为 ; 


一 -100 0 
一 1 0 0 0 —1 

1 一 1 0 1 0 一 3| 
1 一 | 0 01 一 3 


6. 注意 1() = 二 7” 一 1 是 4 的 零 化 多 项 式 . 

7. 充分 性 显然 . 由 有 () 的 构 作 知 h(2》) 怡 含有 4 的 一 切 互 异 的 特征 根 , 且 
h(7) 无 草根 , 故 有 (7) 一 大 (7)， 

8. 由 心 一 2 在 fGO) 和 mo) 分 解 式 中 出 现 的 次 数 判 断 ; 若 当 块 


2» 总 
| ，| 在 车 当 标 准 形 中 至 少 有 一 块 ,还 可 能 出 现 两 次 ;而 (一 3) 对 应 的 若 当 


央 | ，| 在 若 当 标准 形 中 只 能 出 现 一 次 故 和 矩阵 4 的 若 当 标准 形 有 两 种 可 
能 . 它们 是 ; 


3 3 
9. 若 可 逆 方 阵 P 使 P714P== J 为 4 的 若 当 标准 形 . 由 医 零 阵 的 一 切 特征 根 
为 零 , 可 推 得 下 = 二 0 和 4 二 0. 获 有 上 二 . 
10. 4 与 8 有 相同 的 行列 式 因 子 , 或 证 有 相同 的 不 变 因 子 . 
11. 不 变 因 子 :d62) = 二 二 4 四 二 1， (42) 二 一 1 
初等 因子 汶 一 入 避 ,sr1， 和 一 1 其 中 是 a 次 原 根 ,车 当 标准 形 为 
l 


ow! 


12. 求 出 4 的 最 后 一 个 不 变 因 子 44(2), 则 最 小 多 项 式 m(r) = 4(4) = 二 8 
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一 1612 一 204. 
13. (1) 因 4 = 4. 故 4 的 特征 根 只 能 为 1 或 堆 . (2) 秩 4 应 等 于 4 的 一 切 
特征 根 之 和 . 即 得 结论 ， 


14, 设 A 9 大 2 9 s/n 是 A 的 一 切 特 征 根 ,可逆 窜 阵 P ,使 
J 1 


J， 旦 
P AP=J= ; ri 二 J ), > 一 %, 
交 = 1 


于 是 


Pi(E — A)P = 


x ] 一 所 
可 见 1 一 和 GG = 二 1,2,…,n) 是 一 4 的 特征 根 , 由 11 一 和 | 之 1 可 推出 0 过 || 
< 2 (一 1, 2 由. 故 


0< | 上 = 1 去 2 


15. 充分 性 ” 设 可 道 矩 阵 忆 使 4 化 为 车 当 标准 形 ; 
J 1 


PP 4P 一 了 一 


J。 
设 初 等 因子 往 , 浆 ,… ,Kwr 对 应 的 若 当 块 分 别 为 yy-， 它 们 都 是 特 
征 根 为 零 的 (i = 二 1,2,…,n 一 7?) 阶 车 当 块 , 将 了 中 这 些 ji = 1,2,…， 
n 一 .7) 的 第 一 行 和 第 列 (元 素 全 为 0 的 行 ) 划 去 后 ,所 得 += 二 4 一 (x 一 7) 阶 
子 式 非 零 . 但 阶 数 大 于 > 的 子 式 全 为 零 . 故 秩 4 一 秩 了 一 7. 
必要 性 ”车 秩 4 为 ?*,4 的 形 如 类 的 初等 因子 有 :个 , 按 刚 才 讨 论 有 ?7 = 
nt 有 t= 二 nr", 
16. 取 排 列 阵 8 = (e,,ew1,…,es,e), 若 J 是 4 的 若 当 标准 形 , 则 有 
71J8 = 二 QJ = 二 JT'. 由 J 与 J 相似 可 得 4 与 4 相似 . 
17. 注意 4 的 震 当 标准 形 J 的 对 角 线 上 元 素 全 为 0. 车 可 道 阵 P 使 PC-'4P 
二 J. 则 4 十 B= P(J 十 让 P71', 就 可 推 得 结论 . 
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18. 可 以 . 因 换 后 的 若 当 块 的 初等 因子 仍 为 (% 一 a)*. 

19. 用 循环 证 法 

(1) 沪 (2)” 任 取 4 的 特征 根 *, 有 非 零 向 量 4 使 ha = ja. 于 是 0 = 4ra 
二 a, 有 4 二 0. 

(2) 之 人 3) 4 的 若 当 标准 形 为 所 求 . 

(3) 之 (4) 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 . 求 4 的 若 当 标准 形 的 特征 多 
项 式 . 

(4) 二 (1) 用 凯 莱 定理 ， 


第 六 草 


1. 因 答 案 不 唯一 , 列 出 参考 答案 . 
— |] 


2 
(DC = 1 ， 标准 形 :好 一 二 好 > 一 2,s= 0 
1 了 0 4 
] 0 1 
2 
l 0 一 本 ] 
0 1 -二 0 
(2)C = 3 
0 0 ] 0 
2 
0 1 1 
标准 形 :yf 十 3 好 一 3 好 > 一 3,s 一 |， 
0 1 一 5 
[0 0 1 _ ， | 
(3)C = ;标准 形 ; 3yi 一 a + Byf.7 = 3,8 = ], 
4 
| 3 3 


(4) 根据 本 例 特点 ,不 必 将 平方 项 展开 , 先 取 满 秩 线性 替换 ， 
yi 二 一 27!1 十 172 十 Ys 
: 一 TI 一 2zs 十 2323 
y3 一 13 
将 二 次 型 化 成 2 好 十 2 好 十 2y1y2, 再 配方 即 可 . 
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2. 先 将 二 次 型 了 (zy yz) 一 57 十 By 十 D2 十 Azy 一 8zz 十 4yz 用 正 交 线性 


替换 
I 灶 1 
y= iy 
之 放 1 
2 1 2 
3 A/ 6 
其 中 T=|_l1 0 全 > 
3 6 
2 1 v2 
ne: 6 


化 成 标准 形 9y 十 9zi. 原 方程 不 含 一 次 项 ,只 和 需 经 过 转轴 就 可 得 标准 方程 到 一 
z+ — 3 二 0. 
3.@ 由 + = 二 8 十 4,s = 二 一 :4. 于 是 ?十 s 二 2p. 故 ?与 8 有 相同 的 奇偶 性 . 
@0<p,g<rn 故 0 二 1p 一 o| 二 7? 即 0 所 |s| 才 7. 
4. 参考 $3 例 9 得 |4 十 B| 之 |4| 的 过 程 中 有 
IP(A+ BP| = |E+D|,PAP=E 
其 中 是 可 逆 方 阵 . 矩阵 


Al 
42 
六 一 
刀 
和 oj， 和 是 号 的 特征 根 , 故 每 个 大 0. 据 此 有 
14 十 8 三 上 OPD) 一 有 十 中 | 衬 | 一 时下 有 = 一 14| 


于 是 14 十 B= Hi=>1D+B|= 18 一 每 个 = 0=1D| = 0=>|8| = 0 
5. 原 式 一 R27 — Si 2, : 


1s i jn 


一 CD Ya 一 2 >》， zizi 一 >, (zi 一 了 六 
:= 1 #4 


1 jn 
对 任意 非 零 向 量 XX = (ri,12 ,°° T) ,上 式 的 信和 非 负 ， 但 车 c 天 0. 取 X= (ce, 
… ,Cc) 知 上 式 为 零 , 故 此 二 次 型 是 半 正 定 的 . 
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"i an 


6. 考虑 正定 阵 4 = 二 P'P(P 是 可 道 方 阵 ), 则 当 8 为 可 道 方 阵 时 ,B'A4B = 
B'P'PB = 二 (PB) (PBY), 故 B' AB 正定 . 


7. 取 ，* 阶 排列 矩阵 0 = (e .ese …e,). 因 A 是 正定 阵 . 故 w 40 也 是 正 
定 阵 . 它 的 下 阶 顺序 主子 式 恰好 是 4 的 主子 式 4 网  , 故 得 结论 ， 


8. 如 有 满 秩 实 和 矩阵 了 ,使 P'EP = 二 一 EF, 妈 P'P = 二 一 ,但 车 P= 二 (9.), 它 的 
主 对 角 线 元 率 是 


“of, 
a 


Du pup 之 10 

而 一 主 对 角 线 上 元 素 都 是 一 1, 牙 盾 . 

在 复数 域 上 , 取 可 道 满 秩 方 阵 已 = 过 ,这 里 ;是 虚数 单位 . 则 P'EP = 
(iE)(i8) 二 一 5. 故 5 与 一 8 在 复数 域 上 合同 . 

9. 设 针 = (zx,… ,zx,)', 则 

friyrar oT) = XAX — 2VX= (X— Ap)AX— A Pb)—bA- DA 
4 正定 , 故 (X 一 4-20)14(X 一 4-16) 洋 0. 当 上 且 仅 当 z 一 4-'4 二 0 时 等 号 才 成 
立 , 当 (zi,4) 在 X= 二 a == 4- 外 时 取 极 小 值 ; 且 极 小 值 是 一 疼 4722. 

10.5 二 at = 600 二 bj 知 窍 阵 B = 二 (5,) 实 对 称 阵 . 因 4 是 正定 阵 , 族 
有 可 逆 阵 P 使 4 二 P'P. 令 


则 ”8 二 CAC 二 C'P'PC = 二 (PC)'PC. 故 B 是 正定 阵 . 

11. 由 4 是 正定 阵 , 有 实 可 逆 答 阵 Q, 使 8 14891 = 二. 令 B 二 1881,B' 全 
是 实 对 称 阵 . 设 有 正 交 矩阵 8:, 使 

A 
YB = WY 1BY1Y; = 
Hn 
其 中 Hl 2 ,JL 是 B， 的 一 切 特 征 根 ， 册 令 P = YiW: 就 可 使 A,B 同时 为 对 角形 
矩阵 . 即 
32 了 


P'AP=E, P'BP= 


XP'((uA— BP= Eo— PBP = 


由 一 居 
PMA 一 有 PIC 一 和) 一 如 (AU 一 入 ) 
故 ,py… sh 是 |44 一 B| 的 n 个 根 . 
12. 由 4 是 正定 阵 有 可 逆 阵 8%, 使 4 = WW8, 对 实 可 逆 阵 8 必 有 上 三 角 正 线 
阵 B 及 正 交 阵 T 了 ,使 8 二 TB (参见 北大 编 《 高 等 代数 》P. 372, 习题 14. ) ,于 是 
T= 88, 
B'AB = B'Q0'0B = (9B)0B= TT = &E. 
13.aB 一 4 是 实 对 称 阵 ,有 正 交 阵 T 使 
4 一 A 
T'(aE — 47 一 Tag7T 一 和 47 一 
2 一 人 
其 中 加, 和 和 应 为 4 的 一 切 特征 根 . 
由 题 设 4 一 入 之 0Gi = 二 1,2,…,n), 故 a 一 4 是 正定 阵 . 对 任 一 % 维 非 零 
向 量 X 有 XI (eg 一 4) 革 人 > 0,aX' 外 之 和 4X. 同 理 有 2 X > XBX. 设 4 是 4 
十 8 的 任 一 符 征 根 ,a 是 属于 4 的 特征 向 量 , 则 (4 十 B)e = 和 
aaa = mm(A++ Ba=oa Aa+ oaBa< (a baa 
因 aa 关 0 故 和 A 过 a 十 4b. 
14. 半 正 定 阵 4 是 实 对 称 阵 , 故 存在 正 交 阵 8, 使 
41 
42 
4= 9 .|e 
人 
其 中 涉 之 44 二 1,2,:"* ,nn). 由 个 B = B4', 可 得 
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9-'59 = Q-1BQ 


如 PH 
今 1 一 (£,) 一 总 -Be ,出 at 一 一 tn (1,7 一 1 2 ,7) 
当 训 二 万 时 , 易 知 和 二 ,At 二 2. 
当 A 天 人 时 ,有 ti 一 0, 仍 有 hti, 一 Ajt,. 
A A] 
A A 
于 是 由 0-1B0 = QB0 


A pm 
可 得 结论 4B = 84. 
15. 耕 4 一 P'P,P 可 道 阵 , 则 B A4B 二 (PB)'PB, 且 有 秩 8'48 二 秩 PB== 
秩 B. 
16. f(x ,x,) 


Ds -9 二 [ao — DD) Ds 一 2 > rr, | 


-一 


它 的 正 机 性 指数 了 a 1 负 惯 性 指数 为 零 . 故 二 二 x 参见 $1 例 3 
17. 依 题 意 ,所 用 满 大 线性 替换 X = PY 的 矩阵 


1 1 .1 
0 1 - 1 
P= . 
l 
1 
} 
0 
ol lol 
今 六 == , 上， 一 。 ,了 ; 一 : ;分 别 代 入 处 = PY, 即 得 
. . 0 
0 1 
] 
1 ] 2 
0 ] l 
X= | ,|,X = | ,| 和 一 
0 ] ] 
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取 a 二 XX,F = XX,y 二 XX;, 即 为 所 求 . 
18. 一 次 型 的 窍 阵 
和 A 十 2 和 十 3 “十 nn 十 1 
十 3 入 十 4 "A 二 nn 十 2 
二 RR 二 十 2 十 2 六 十 28 
仿 》1 例 3 知 ,4 合 同 于 起 阵 


0 1 0 0 
1 0 0 0 
B= I0 0 0 0 


0 0 0 .+ 0 

故 原 二 次 型 经 荣 个 满 秩 线性 替换 化 成 2y1y: ,显然 , 它 的 秩 、 符 号 差 均 与 4 无 
关 ， 

19. 设 4 是 和 矩阵 358 一 4 的 任 一 特征 根 , 于 是 

0= jE — bE 二 +Al=|A4— GG NE|=( 1D)"(45— VE AI 
故 5 一 4 是 4 的 特征 根 ,b 一 入世 5, 由 此 ?之 0 z 

20. 必要 性 设 正 交 线 性 替换 六 二 07 ,化 二 次 型 (zx; ,… ,x,) 二 X'AX 为 
规范 形 好 十 … 十 办 一 8 一 全 一 办 则 

B = 也 ,|= 0 AQ,A'A = QBP'Q'QBO' =E 

故 4 是 正 交 阵 . 

充分 性 ”4 是 正 交 阵 且 为 实 对 称 阵 , 故 4 一 年 一 4, 4 一 及 4 的 特征 根 
必 为 十 1, 必 有 正 交 阵 ?使 ?47 = | ” 。 。 | ,其 中 7 是 二 次 型 的 正 惯性 指 
数 . 


第 七 得 


1. (1) 不 是 .加 法 不 封闭 ; (2) 不 是 ,加 法 不 满足 交换 律 ;(3) 是 ,等 向 量 是 
lg1, 向 量 l8x 的 负 向 量 是 Ig 一 ; (4) 不 是 ,第 一 象限 的 非 零 向 量 的 负 向 量 在 第 三 
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象限 ;(5) 不 是 ,f(z) ET< 0 时 ,rz) ET;(6) 不 是 ,无 零 问 量 , 或 加 法 不 
封闭 . : 

2. 用 定义 逐一 验证 ,1,M 2 ,/ 5 是 上 的 一 个 基 ,dimi = 3. 

3. (1) 是 齐 次 线性 方程 组 4X = 0 的 解 空间 , 它 的 基 就 是 任 一 基础 解 系 ， 
diml 二 于 一 个。 

(2) 有 BCG 魏 7 和 安 ?5 盖 7 一 1 2 2) 是 工 的 一 个 基 , 忆 ,表示 第 ;: 行 第 
; 列 元 率 为 1 ,其余 元 素 全 为 零 的 7 阶 方 阵 , 这 个 基 共 有 7 十 (x 一 7)n 一 
一 《nn 一 ?7)7? 个 同 量 ,dimi = 二 #2 一 (n 一 7)7， : 

(3)e = (10 ,0),e2 = (0,1 0 se —= (0,0,.…,1),m = (i,0, 
0 ,np 二 《0,70) ,一 ,m= 二 (0,0,…,i) 是 三 的 一 个 基 ,dimf = 22. 

(4)77 一 1 一 1 于 一 上 是 二 的 一 个 基 ,dimrf = 二. 

(5) 两 个 未 知 量 z,y 的 次 齐 式 mm 入 ,… ,zy ,六 是 的 一 个 基 ,dimt 
二 允 十 1. 

4. 先 证 2 人 Ce 十 81) =a 十 (ac 十 有 十 1 再 证 2(e 十 有 三 co 十 (8 十 o) 十 
6, 由 此 推出 a 十 Ah 二 十 a 

5.《1) 可 根据 泰勒 展开 式 , 证 明 f(z) 与 PLzj, 的 另 一 个 基 1,x,…,x"! 等 
价 ; 也 可 用 数学 妇 纳 法 , 设 如 .1 十 后 (za) 十 下 十 17 一 a)"! 二 0, 取 z+ 二 
a, 得 ko 二 0, 代入 约 去 zz 一 a, 再 由 归纳 假设 证 出 二 … 二 -1 王八 

(2) 用 数学 归纳 法 , 设 1 十 如 (x 一 0) 十 司 十 1 一 41) (XT 一 aq,-1) 
二 0, 比较 等 式 两 端 z"! 的 系数 得 -; = 0, 再 用 归纳 假设 . 

6. (1) 取 a 二 ,1,…,]), 则 a 的 一 切 倍数 tialk € P) 所 成 集合 1 是 户 的 
一 个 子 空间 ; (2) 设 1, 中 任 一 非 零 向 量 4 三 (xyz20 呈 2)( 诸 训 关 旬 , 用 肥 证 
法 证 明 T; 中 任 一 问 量 可 由 a 线性 表 出 ( 即 对 应 分 量 成 比例 ). 

7.《1) 不 一 定 .例如 1 为 直角 坐标 平面 ,1 , 1; 为 :,y 轴 , 则 7z 轴 上 非 零 向 量 
与 y 轴 上 非 零 向 量 的 和 ( 按 平行 四 边 形 法则 ) 属于 Ti 十 ,但 不 属于 二, Ts 
(2) 充分 性 ”车 岂 和 ,网 站 一 T Pi 十 于 二 训 同 样 可 证 记 握 六 时 
结论 也 成 立 ; 必 要 性 ”车 二 十 T= 二 TUTz, 但 人 和 折 T, 即 jaa€ 厂 , 但 
a €1,,; 任 取 久 EE, 则 a 二 十 as ET 十 1s, 可 证 a El1z, 且 aE, 即 a 
一 0 一 ET 了, 占 1 ,性 TI. 

8. (1) 是 $2 例 7 的 直接 推论 ;C2) 可 对 ”用 数学 归纳 法 , 先 证 存在 工 中 线 
性 无 关 的 向 量 w ,oz , 昌 不 属于 广 , ,中 任何 一 个 ,再 假设 存在 KK< ?2) 个 线 
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性 无 关 的 向 量 o,…,ow, 且 其 中 每 个 都 不 属于 站 令 和 一 区 (a 
ci;, 则 [是 工 的 真子 室 间 ,从 例 7 知 沁 中 有 问 量 ww 使 ws ET.(i = 1,2, 
… ,8 十 ,再 证 m41 合 题 设 条 件 ， 

9. 由 AX = 0SGBX = 二 0 知 齐 次 线性 方程 组 4 加) 二 0(0) 与 Bly， 
…,)' 二 0(2) 有 相同 的 解 空 间 , 再 证 4,8 的 行 问 量 生成 的 子 空间 中 ,1 是 辣 
一 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 . 为 此 ,可 设 (1)、(2) 的 基础 解 系 为 (Cay，…，cn， 
cccoC 这 里 > 一 秩 4= 秩 有 ,以 这 组 基 为 列 向 量 作 窍 阵 C, 则 
AC == 0, 且 BC 二 0, 再 作 齐 次 线性 方程 组 Gy ，…,%%),)C 二 0(3), 显 然 1 ,1 的 任 
一 向 量 均 为 (3) 的 解 , 上 一 T. 

10. 将 两 个 子 空间 维 数 公 式 应 用 于 此 基 可 . 

11. (1)、(2) 可 根据 交集 与 子 空间 和 的 定义 证 明 ;(3) 利用 维 数 定理 及 (2) 
的 结论 ;(4) 如 三 维 空间 请 中 ,R 一 工 ((1,0,1))， Ps 一 工 ((0.0,1))，R3 一 
7F001,0;0)). 有 及 十 到 十 局 一 EC00,1) 000,1)), 且 挛 和 半生 放生 及 
= RNR=RN RN := (0 ,CHdim(R + Rt BR) = 2 < dim(R)+ 
dim(Rs) 十 dim (Rh) 一 3;(5) 等 式 并 不 恒 成 立 , 如 (4) 中 例子 有 记 二 中 十 启 ， 
但 民 尖 (RB) 十 (Rs 门 R) 二 (0);(6) 着 忆 Rs,(5) 中 等 式 恒 成 江 . 但 
(5) 成 立时 ,Ri 守 吕 不 是 必要 的 . 如 == {(a,b,c,d)la,b,csd ER) = R',R = 
{0Bcs 0 |b cE RY,R, = {(a,0,0,d) ad ER},R = ‘(a,b,0,0)la,b EE R), 
使 (5) 中 等 式 成 立 , 但 BR 生 Rs,R: 秆 RR 

12. 不 是 ,VY (x,y,7) ET, 当 yg 关 0 时 ,其 分 解 式 并 不 唯一 . 

13. 此 题 即 北京 大 学 数学 力学 系 编 《 高 等 代数 》 第 六 章 习题 的 22 题 . 必要 
性 显然 ,充分 性 可 用 数学 归纳 法 . 

14. 设 4X = 二 0 与 (4 一 5)X = 0 的 解 子 空间 为 ,T;, 则 可 将 P 中 任 一 向 
量 a 分 解 为 (a 一 ha) 与 4a 的 和 ,再 利用 4 和 == 4 证 明 它 们 分 属 人 ,Ts, 邮 P' 二 
1 十 请 ,最 后 证 1 站 1 = (0)， 

15. 利用 同 构 映 射 的 定义 及 性 质证 明 . 

16. 令 o 是 二 到 说 的 一 个 同 构 上 映射 , 且 of 二 三 ,of 二 Fz, 则 证 说 三 站 十 
12 即 可 . 

17. (1)、(2) 不 构成 欧 氏 空间 ,其 内 积 定义 不 满足 条 件 (2) ; (3) 构成 欧 氏 
空间 . 

18. 由 内 积 正定 性 ,V a ET(a 关 0) 及 正 实数 上 天 1, 有 (aial >0, 取 8 一 
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ka 关 g 则 (a)B) 这 0, 上 且 a 关 一 a, 有 (a 一 二 0. 

19. (1) 系数 算 阵 与 增 广 定 阵 的 秩 都 是 3, 故 方程 组 忆 有 人 解 ;(2) 对 应 齐 次 
方程 组 的 基础 解 系 为 (一 3,0,2,1), 原 方程 组 的 一 个 特 解 为 (51,5;,5;,0) 其 中 
b= 3a 一 4 一 pas) pb。 = (一 a 十 as 十 4s) ,bs 一 二 (一 dl 一 bo 十 7a3)， 
所 求 一 般 解 是 

(ri yr T3974) = bisbo bs,0) 十 太一 3 0 2 ) 


(37 17 一 驻 十 下 十 歼 十 和 二 14 姑 十 (4p3 一 651DK 十 (84 十 58 十 53)， 


110 一 42 一 29a3 
56 

20. 设 c,8 夹 角 为 6, 由 题 设 得 cosg 过 0, 又 因 a,8 线 性 元 关 , 所 以 a 关 0,p 

关 0, 于 是 cosb = 沁 人 人 ,由 题 设 4cos?0 是 非 负 整数 , 故 0 < 4cosg < 4 且 

4cos"9 只 能 取 0,1,2,3,4. 由 a,8 线性 无 关 知 (ab) 天 0, 故 cosg 天 士 1. 再 由 


一 
(a,5) 委 0 知 ,cosg 只 可 能 取 0, 一 万， 一 = 与 一 > 从 而 得 证 . 


Xo = (bb,0s3,0) 十 (— 3,0,2,1). 


21. 将 诸 a 写成 坐标 形式 , 直接 计算 证 明 3} C6,,e,) Case,) = (ova), 也 
可 用 内 积 性 质证 明 . 


’ 0 GG 天 
29. 由 (ai,a) 一 jaaan = J 目 1412 = | 44 | 一 (〈71)2。 
k= ] 入 (2 = 7) 
“14| 一 十 全 
23. 设 w 一 (a so"* ,i ) 92 一 1 ,ee ,1 一, 作 齐 次 线性 方程 组 4X 二 0(1), 其 . 


di 


中 4=|: 区 的 解 空间 为 7; 则 秩 4 = 一 1,dimr = 1,6p: 与 
Oa] : 


诸 oi 正 交 , 故 bi», Pp? ET,X diml 一 |， “pip 线性 相关 ， 


24. (1) 由 (oow) 二 》 Vasan 有 G 二 441;5(2) 令 4 = 二 B, 则 G= BB= BEB 


又 oo 为 1 的 一 组 基 < 人 4 为 实 非 退化 方 阵 二 >G 与 合同 拓 >6 为 
正 伦 阵 . 
25. 4 是 正定 阵 , 故 存在 实 满 秩 方 阵 0, 使 4 二 C'C, 令 ,… ,6 是 『 的 一 组 
标准 正 交 基 , 目 (a ,… ,a) = (esC, 则 oo 的 格拉 姆 怎 阵 是 4, 易 知 
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以 4 为 格拉 姆 窍 阵 的 基 不 唯一 . 

26. 令 4 一 (Coroan))o axe-5y 由 oa 线性 无 关 , 其 部 分 组 a ,，…， 
2%-。 也 线性 无 关 , 从 而 证 秩 4= 一 2. 也 可 由 上 2-: 是 地 oz) 的 
一 个 基 , 其 度量 矩阵 4 = 二 ((aw))e-oxe-2* 故 4 正定 .于 是 知 秩 4 王 一 2. 
由 此 再 证 ”一 2 一 pz 十 ?一 s 全 2(7?2 十 1) 一 m 十 s， 

27. 设 (1) 的 系数 乞 阵 的 行 问 量 为 was, 今 丰 三 了 aa) ,由 有 4 
例 5 知 (2) 的 解 空 间 为 wt. 从 而 (1) 有 解 < 人 >6 可 由 a1,…,a. 线性 表 出 
PE We,W) = 0. : z 

28. 先 证 车 W 是 1 的 非 零 真子 空间 ,一 定 存 在 Wi 关 Ws, 使 "二 W 十 Wi 一 
W 十 Ws. 为 此 令 W 是 的 非 零 真子 空间 , 重 dimT = wdimyf 一 上 < 思 ， 设 ai， 
"od 为 W 的 一 个 基 , 将 它 扩 充 为 上 的 一 个 基 al sa tls 则 开 一 
5(ar…yo) 使 三 王 开 十 开 再 信和。 三 了 (al 十 way 可 证 王 王 环 
十 Ws, 然后 证 Wi 天 WA( 如 ors€ WW 但 ours EWs); 用 上 述 结论 即 可 证 题目 结 
论 ( 反 证 法 ). 

29. 令 plio 十 ieas 十 … 十 各 on) 一 晤 四 十 和 ps 十 …… 十 如 因 证 明 o 是 证 
到 1; 的 辣 构 映射 ;此 外 也 可 由 (a,a)) = 二 (pb,pB,) ,证 明 @,… san 及 PB;,… ,pn 有 
完全 相同 的 线性 关系 . 故 向 量 组 有 相同 的 秩 , 于 是 dimT, = dimf: 故 ,TT; 同 
构 . 

30. 解 方程 组 

0. 6lz + 0. 94y = 0. 87 
ia 94r 十 1. 0Q7y = 0. 58 
得 z= 二 0.55,y 二 0. 06. 


第 八 章 


l.dim Im(vo) = 2,dim ker(o) = 2. 
2. 由 of: 十! 二 0 得 := 二 0 一 0 上, 从 而 oo0) = 二 1 二 G4 一 0)o0. 所 以 0 可逆 月 
0 一 上 一 0. 
了 ， 注意 到 25 一 6 十 总 十 日 一 电 . 先 证 028l 一 及 0 一 po. 册 证 ,Y ot 上 
总 有 cia = 一 oza 即 可 ， 
4.ker(r) 一 了 ce) 其 中 
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-37 (1 
< 一 【《 7 2，1,0)", £2 一 【《 1， 2,0,1) 
Im(o) = L(go(e) ,0(82)). 


09.0 关于 Gly G2 03 的 矩阵 与 0 关于 上 1 9 E23t4 的 矩阵 分 别 是 


1 —1 ] 0 一 1 I 
0 2 0 0 2 0|. 
1 0 一 1 2 一 1 0 


6.) = 一 1( 二 重 ),% = 3. 因 X= 二 一 1 时 线 忻 无 关 的 特征 向 量 只 有 1 个 ， 
故 o 在 任意 芝 下 的 矩阵 不 是 对 角形 ,特征 问 量 赂 . 
7.0 在 基 (I ) 之 下 的 矩阵 与 o 在 基 ( 丰 ) 之 下 的 矩阵 分 别 为 


一 一 1 一 1 0 一 2 一 1] 3 0 

0 0 1 一 1 —2 1 2 二 
凡 一 ,B= 

一 0 0 0 — 1 0 l 0 

0 1 1 1 1 一 1 1 1 0 


8. 转化 为 矩阵 的 相应 问题 考虑 . 

9. 设 4 是 复数 域 上 + 维 向 量 空间 T 的 线性 变换 o 关于 基 1,… ,s 的 矩阵 ; 
;为 o 的 属于 为 的 特征 子 空间 . 因 o 的 不 同 特征 根 只 有 和 2， ,入 ,又 4 可 以 对 
角 化 ; 故 王 = 十 … 十 .定义 oD 一 一 To 一 0 人 一 1 2 有 ,这 
里 ga=@ 二 十 iyo € i 可 以 证 明 0 古 三 的 线性 变换 . 今 o; 关 于 基 El 
:, 的 矩阵 为 5., 利 用 矩阵 与 线性 变换 的 同 构 关系 可 以 证 明 题目 的 三 个 结论 . 

10. 证 明 必要 性 时 ,对 W 的 维 数 作 数学 归纳 法 ,假定 dim W = 二 时 命题 成 
立 , 设 dimW=t 十 1 即 W 二 LCase os 将 mett 扩充 成 子 的 基 :ai， 
,| 

A! 4， 

OC ye oO Or 0 ) 一 aa 并 

其 中 4 是 十 1 阶 方 阵 . 于 是 o 的 特征 多 项 式 为 

1 一 4 和 一 4 一 (一 各) 和 一 如) 
故 必 有 一 个 2 一 和 是 | 和 富 一 本 | 的 因子 . 将 W 写成 特征 子 空间 Tr 与 男 一 个 维 
数 是 的 不 变 子 空间 的 直 和 .再 利用 归纳 假设 即 可 得 出 结论 . : 

11. 易 证 0- 子 空间 至 少 有 个 . 反之 , 设 工 是 任 一 0- 子 空间 , 取 工 的 基 p， 
“Pe 扩充 成 上 的 基 bls Pris Piris sb 设 oO 在 此 基干 的 凑 阵 为 
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BC 
“一 , » 
B 是 oi 在 工 的 基 h,… ,Pi 下 的 矩阵 ,只 要 证 明 B 可 对 角 化 , 则 o 在 工 中 有 * 个 
线性 无 关 符 征 疝 量 , 所 以 工 由 a1,…,% 的 子 集 生成 . 


] 2. 必要 性 , 找 [ 的 符合 题 意 的 基 El9*** oC stet ls"" sen 注意 到 0 的 秩 一 好 


dimof 天 上 大, 故 of 有 基 ozg…ot 而 of 中 任 一 向 量 oa = > aios,, 族 ola— 
i= 1 
4 i 


De) 二 0, 所 以 a 一 Dyas EE Kero. 设 山 ,…,w 是 Ker 0 的 基 , 必 有 t= 二 % 一 


+ = ] 1 = ] 


8， 刚 


点 


t | 上 
杂 一 Dj = 一 > ,5u, 即 位 一- qi 十 > bu, 
1 1 一 1] 


i 一 一 ] 了 一 


令 68) 一 2* 则 中 任 一 同 量 可 用 刘 9yebya+i 和 线性 表示 ,至 于 ya， 
se 的 线性 无 关 性 容易 证 明 . 充分 性 略 . 

13. co 0) 的 基 o mw 扩充 为 1 ,1 的 基 , 得 二 的 基 a… ,a, ,pi,… ,有 fh， 
的 基 ,…o95P yo 则 i,00sPB4，…,p,yi，"… ,线性 无 关 . 扩 为 1 的 
基 4，… a,B1，… Bs，… ,ys61,…566. 作 T 的 线性 变换 ,使 满足 


] 
U0, — op, = 一 1 人 7 一 一 六 二 yi 一 ——0 0 


2 
] 
D0 一 Gi = 0,0:p. = ofii,020, 一 p00 


则 J1»0? 合 所 求 . 
14.(1) 赂 ， (2) 在 ol 中 取 基 E29E49""" ,zw 则 有 zl1y839 En 1 和 扼 广 , 使 De 


一 gi+1(1 = 1,3,.+%,2m 一 1)， 证 明 E19 ”92m 是 上 的 基 ,在 此 基 下 0 的 宇 阵 为 
J 


sr 


15. 必要 性 ; 当 RCo?) = RCo) 时 ,有 of = of (2)-100) = o-1(0) ,考察 
oT 的 基 与 of 的 基 的 关系 ;(o2)-!(0) 的 基 与 v-1(0) 的 基 的 关系 . 
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|， 一 ] ,2,*. ,1. 


充分 性 ;从 ol 中 取 一 个 基 va = 1,2,…,7, 考 察 >》 oza 一 0 可 村 出 到 
一 100 一 1,2, 7) ,说明 oi 二 1,2,…,7) 线性 无 关 , 从 而 of 的 一 个 基 是 
rowy0za ,于 是 Roy 一 R(o). 

16. 先 证 明 ; 若 加 ,… ,是 4B 的 属于 的 特征 子 空间 的 一 个 基 , 则 Bu 一 
1,;2,…,7) 在 B84 的 属于 4 的 特征 子 空间 之 中 ,再 证 明 Bn ,… ,Bn 线性 无 天, 故 
B4 的 属于 的 特征 子 空间 的 维 数 攻 另 一 方面 同 理 可 证 . 

17. 充分 性 : 设 1 = 二 L(X,) 是 T,(7) 的 一 维 子 空间 , 划 [ 是 o 的 不 变 子 空间 . 
因而 

ON 一) 人 Xi ET,AEP 
设 半 是 下 (P) 中 任意 一 个 同 量 
(1) 若 XET = LL(X1), 即 六 二 kX, 那么 
ovX= oRX) = koX) = kAX! = KX 一 AX, 
(2) 着 半 EFT 二 LCX), 则 外 与 六 : 必 线 性 无 关 . 于 是 ”LC(X 十 1) 也 是 
T “(P) 的 一 维 子 空间 ,从 而 是 v- 子 空间 ,有 
ol(X 二 XXX)= XT X)=/X+ (LX,(€EP 
又 站 EL(X), 有 oo 二 aX,a € P, 于 是 
ogo( 针 XX)=oX+ ox = aX++ 7X 
从 而 I 十 1X /二 aX 十 2X 一 DX UU 一 AX,=0 
由 半 与 XX 线性 无 关 , 知 4==1== 4)y 故 0oK 二 aX 二 4X 
18. 略 
19. 8 二 D8' ,9 是 实 正 交 方 阵 ,D 为 实 对 角形 阵 , 从 而 
o(X) = DY KY XID)Y 
令 XQ= i(l 二 i1,j 信 9, 设 
dl 


d, 月 六 航 
则 Oo(X, ) = CDE, 二 上;, D)WY = (d. 十 d,)X,,, 所 以 4 在 基 XA,* ”” 9" 1, 
3061 


… ,Xm 下 的 艳 阵 是 对 角形 . 


20， 芭 OU 的 伏特 征 根 AH 的 重 数 分 别 为 MAE ,243; 非 负 特 征 根 为 dls 
"sy. 那么 ,存在 六 的 标准 正 交 基 (1 9 ,使 二 在 它 之 下 的 矩阵 为 


| 
Ur 
A! 
2 
A] , 
A 
| } 2 
人 
则 有 ?十 2 十 … 十 2 二 nr, 并 且 
Ooo) 一 一 [| [i 
ov(a,) = Hi- * OCT 一 人 lO,+i 
O00r4+ 2 ) -一 Mr + a "+ 
OQr+ 2 te 1 一 A to + tl "ne O00) = As 
今 
TO0) = VW TQ) ary TO) 一 人 Cr 
T0427) 一 AAOrtie TQr ta —1) 一 MQr + 2 TQr+2e ) 一 Cr 二 24 一 1 
TCQr 二 20 + +1) 一 A to tt 十 2 
TAOrro tt 12) Or 
T(rtgt + + 1) -一 MsOrt a + + 2 
Trt 2 + 2 ) -一 Cr + 2 + 


则 zt 是 1 的 线性 变换 且 = 人 
21. 只 须 证 0 是 线性 变换 . 
22. 将 题 设 化 为 蔷 积 形式 ,得 (Cr 十 Dr 十 0 三 从 而 (cr 十 0- 一 十 
故人 (rz 十 De 十 口 = (oo 十 DG 十 口 , 因 而 er 一 rc， 
23. (1) 咯 . 
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(2) 令 W, = 二 Rero,W: 一 ImTr 一 TV 和 Wi,MWola) = 0,Y fF € W,, 
则 存在 y ET, 使 p==+《y), 于 是 (a)p) = (a,7(y)) 二 (0(0),y) 二 (0,7) 二 0. 
所 以 aeE Wi.YEEWH, 则 TCG0(2)) € Wi, 从 而 (5,z(0(5)) 二 0. 故 (0(5)， 
o(£)) 一 0. 即 ee) = 0,£ € W, 因 而 Rero = Wi = Wi+. 
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